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Neste trabalho, consideramos a arquitetura de Eletrodinaˆmica Quaˆntica de Circuitos (EDQc),
onde um a´tomo artificial de dois n´ıveis interage com um u´nico modo do campo eletromagne´tico quan-
tizado confinado em um ressonador guia-de-onda sobre um chip supercondutor. Devido ao ambiente
de alto controle em que a EDQc e´ formulada, consideramos modulac¸o˜es temporais perio´dicas de
um ou mais paraˆmetros do sistema, impostas por um agente externo, caracterizando um sistema de
EDQc na˜o-estaciona´rio. Um Hamiltoniano efetivo foi obtido para descrever a dinaˆmica do sistema
e, de maneira mais intuitiva, caracterizar o efeito f´ısico a ser tratado de acordo com a frequeˆncia
de modulac¸a˜o imposta. Tambe´m descrevemos a dinaˆmica para modulac¸o˜es simultaˆneas e multi-
frequeˆncias. Entre os efeitos estudados esta˜o os ja´ conhecidos efeito Casimir dinaˆmico (ECD) e o
comportamento anti-Jaynes-Cummings (AJC). Ale´m desses efeitos, discutimos o regime anti-efeito
Casimir dinaˆmico (AECD), que foi apresentado recentemente.
Em seguida, propomos duas abordagens para estudarmos os efeitos da dissipac¸a˜o Markoviana
nas transic¸o˜es induzidas por modulac¸a˜o usando os estados vestidos da interac¸a˜o a´tomo-campo. A
primeira abordagem foi atrave´s da equac¸a˜o mestra padra˜o da o´ptica quaˆntica, e a segunda abordagem
foi atrave´s da equac¸a˜o mestra na representac¸a˜o vestida, que foi recentemente apresentada. No´s
analisamos como os diferentes canais dissipativos afetam a dinaˆmica do sistema e averiguamos a
possibilidade de implementac¸a˜o dos fenoˆmenos f´ısicos estudados na arquitetura de EDQc.
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Abstract
In this work, we consider the circuit Quantum Electrodynamics architecture, where an arti-
ficial two-level atom interacts with a single mode of a quantized Eletromagnetic field confined in a
waveguide resonator on a superconducting chip. Due to formulation of cQED in a highly controllable
environment we consider that one or more system parameters undergo periodic time-modulation by
an external agent. This regime characterizes the nonstationary circuit QED. We obtain an effective
Hamiltonian to intuitively describe the dynamics of the system and characterize the physical effect to
be treated according to the frequency of modulation. We describe the dynamics for a single-tone and
a multi-tone modulations of one or multiple parameters. We study some previously known effects,
such as the dynamical Casimir effect (DCE) and the anti-Jaynes-Cummings behavior. Besides these
effects, we discuss the recently presented anti-dynamical Casimir effect (ADCE).
We employ two different approaches to asses the effects of Markovian dissipation on modulation-
induced transitions between the atom-field dressed states. The first approach is the standard master
equation of Quantum Optics and the second approach is through the recently presented dressed-
picture master equation. We analyze how different dissipation channels affects the time evolution
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A Eletrodinaˆmica Quaˆntica (EDQ) de circuitos na˜o-estaciona´rios tem sido uma das a´reas de
pesquisa mais ativas nos u´ltimos anos. Eles consistem de “a´tomos artificias” mesosco´picos supercon-
dutores interagindo com um campo eletromagne´tico confinado em um ressonador guia-de-onda [1–3]
sob condic¸o˜es na˜o-estaciona´rias impostas por um agente externo. Os estudos de circuitos de Eletro-
dinaˆmica Quaˆntica derivam da bem-sucedida realizac¸a˜o em sistemas de estado-so´lido, ampliando a
a´rea tradicional de EDQ de cavidades1 [4–7]. Na construc¸a˜o de circuitos de EDQ, utiliza-se de junc¸o˜es
Josephson, que sob certas condic¸o˜es podem formar a´tomos artificiais com n´ıveis discretos de energia
(ou qubits supercondutores, como ficaram conhecidos) [2, 4]. Como ramo do estado so´lido, o regime
na˜o-estaciona´rio de circuitos quaˆnticos supercondutores vem a` luz dada a possibilidade ine´dita de
modulac¸o˜es temporais de paraˆmetros do sistema, permitidas pelo ambiente altamente controla´vel de
estado so´lido. Entre os paraˆmetros citados esta˜o a frequeˆncia da cavidade, frequeˆncias de transic¸o˜es
atoˆmicas (no caso de diversos n´ıveis) e forc¸a de acoplamento a´tomo-campo, todos ajustados como
func¸o˜es temporais controladas externamente [3, 13].
Entretanto, qualquer sistema f´ısico aberto evolui de maneira irrevers´ıvel, estando qualquer
observa´vel ou controle sujeitos a` decoereˆncia em virtude de defasagem ou relaxac¸a˜o. Esses fenoˆmenos
foram objetos de estudo na Mecaˆnica Quaˆntica desde os primo´rdios, podendo-se citar L. Landau e
W. Pauli como alguns de seus precursores [14, 15]. De forma direta, isso atribui-se a um ambiente
que drena a informac¸a˜o de um sistema quaˆntico, crescendo, enta˜o, sua entropia durante a evoluc¸a˜o.
1Os termos “cavity Quantum Electrodynamics” e “circuit Quantum Electrodynamics” foram traduzidos livremente
para Eletrodinaˆmica Quaˆntica de cavidades e Eletrodinaˆmica Quaˆntica de circuitos, respectivamente.
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No estudo desses problemas e´ interessante dividir o sistema total em duas partes: o sistema S de
interesse em particular e o ambiente, usualmente definido como reservato´rio R, com um nu´mero
muito grande de graus de liberdade, como salienta W. Vogel e D.-G. Welsh [19]. Como o sistema
e´ alterado, ele sera´ tambe´m chamado de sistema dinaˆmico, enquanto o ambiente e´ tratato como
sistema dissipativo, banho (te´rmico) ou reservato´rio.
Essa dinaˆmica irrevers´ıvel tem sido verificada em EDQ de cavidades ha´ algumas de´cadas com
a observac¸a˜o de decoereˆncia na evoluc¸a˜o de superposic¸o˜es mesosco´picas de estados quaˆnticos, por
exemplo [11]. Mais recentemente, circuitos supercondutores quaˆnticos teˆm sido estudados de forma
detalhada oferecendo grandes contribuic¸o˜es a respeito de processos de relaxac¸a˜o e defasagem [1, 3].
Estudos teo´ricos ajudaram a esclarecer o impacto da medic¸a˜o em processos de defasagem em um
qubit supercondutor na arquitetura de EDQ de circuitos [10]. Outros efeitos dissipativos aos quais
a arquitetura de EDQ de circuitos esta´ sujeita, em particular, a relaxac¸a˜o atoˆmica e relaxac¸a˜o pura
da cavidade, sa˜o afirmados como aspectos importantes a serem analisados [16].
O Efeito Casimir Dinaˆmico (ECD) e´ um dos maiores expoentes do sucesso desse ramo de
pesquisa em EDQ de circuitos [36]. Como sabido, o ECD [39] e´ um fenoˆmeno na˜o-estaciona´rio
caracterizado pela criac¸a˜o de fo´tons a partir do estado fundamental ou um estado inicial qualquer
do sistema. A ocorreˆncia do fenoˆmeno se da´ com a ra´pida mudanc¸a na geometria da cavidade ou
propriedades materiais das fronteiras ou meio dentro da cavidade. Em alguns trabalhos voltados a`
gerac¸a˜o de fo´tons em circuitos de Eletrodinaˆmica Quaˆntica na˜o-estaciona´rios esta˜o inclusos os efeitos
de dissipac¸a˜o, como nos trabalhos [7, 12, 27], ou recentemente em estudos relacionados ao Efeito
Casimir Dinaˆmico [25], todavia, a maioria dos estudos levam em considerac¸a˜o apenas a ana´lise da
dinaˆmica unita´ria para diferentes regimes de paraˆmetros e formas de modulac¸a˜o.
Recentemente [42, 43], foi mostrado que a modulac¸a˜o temporal de paraˆmetros do sistema
usando perturbac¸a˜o harmoˆnica simples ou multi-frequeˆncia (compreendendo duas ou mais func¸o˜es
do tempo harmoˆnicas) faz surgir novos tipos de interac¸o˜es efetivas [41]. Para isso, uma equac¸a˜o
diferencial piloto foi deduzida sob uma se´rie de aproximac¸o˜es para descrever a evoluc¸a˜o temporal
das amplitudes de probabilidade. A partir desta equac¸a˜o e´ poss´ıvel descrever o comportamento do
sistema na˜o-estaciona´rio em resposta a modulac¸o˜es harmoˆnicas ressonantes. Pore´m, tal formulac¸a˜o
anal´ıtica foi somente para sistemas fechados, na auseˆncia de perdas. Diante disso, e´ de grande in-
teresse analisar como dissipac¸a˜o altera fenoˆmenos de modulac¸a˜o temporal de paraˆmetros ligados a`
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arquitetura de EDQ de circuitos mais sofisticados [38]. Para isto, no cap´ıtulo 2, sera´ proposto um
Hamiltoniano efetivo aproximado que fornece a mesma f´ısica que equac¸a˜o diferencial piloto, pore´m
simplifica enormemente a notac¸a˜o um tanto complicada apresentada em [43]. Assim, a partir das
modulac¸o˜es fornecidas em [43], os fenoˆmenos de criac¸a˜o ou aniquilac¸a˜o de excitac¸o˜es a serem analisa-
dos sera˜o: Efeito Casimir dinaˆmico, gerac¸a˜o de pares de excitac¸o˜es do va´cuo no regime ressonante,
comportamento anti-Jaynes-Cummings (AJC), anti-efeito Casimir dinaˆmico (AECD) e, por u´ltimo,
a incrementac¸a˜o via modulac¸a˜o em dupla-frequeˆncia.
O objetivo do trabalho e´ investigar quais fenoˆmenos podem ser implementados experimen-
talmente com a tecnologia atual e compreender como os diferentes canais de dissipac¸a˜o afetam a
dinaˆmica. Para isso, dois modelos Markovianos a` temperatura zero sera˜o propostos a fim de con-
tabilizar efeitos dissipativos, seguindo a abordagem de [19, 20]. E´ bem conhecido que os sistemas
quaˆnticos abertos podem ser descritos pela equac¸a˜o mestra abaixo, onde Lˆ e´ o superoperador Liou-
villiano que descreve os efeitos dissipativos. A primeira abordagem vai considerar que o qubit e a








onde Hˆ descreve o Hamiltoniano do sistema, sera´ utilizada a fim de se saber como a dinaˆmica unita´ria
e´ modificada na presenc¸a de decoereˆncia. Sera˜o deduzidos valores assinto´ticos de va´rias observa´veis
e, em seguida, a dinaˆmica sera´ comparada numericamente com a segunda abordagem. Na Equac¸a˜o
Mestra Padra˜o [19,20,30,31,40] obtida sob aproximac¸a˜o de Markov o kernel dissipativo e´
LˆEMP• = κDˆ [aˆ] •+γDˆ [σˆ−] •+γφ
2
Dˆ [σˆz] •, (1.2)
onde aˆ (σˆ−) e´ o operador abaixamento da cavidade (do a´tomo) e σˆz e´ o operador de inversa˜o atoˆmica.
As taxas de relaxac¸a˜o atoˆmica e da cavidade sa˜o γ e κ, respectivamente, enquanto γφ refere-se a` taxa







OˆρˆOˆ† − Oˆ†Oˆρˆ− ρˆOˆ†Oˆ
)
e´ conhecido como superoperador
Lindbladiano estudado em [21], embora sua estrutura geral (preservando a hermiticidade, norma-
lizac¸a˜o e positividade de ρˆ) tenha sido deduzida por outros autores anteriormente, por exemplo [22].
No cap´ıtulo 4 mais considerac¸o˜es sera˜o feitas.
A outra abordagem levara´ em conta a Equac¸a˜o Mestra apresentada mais recentemente
em [16], que leva em considerac¸a˜o o acoplamento qubit-ressonador. Isto se difere drasticamente
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da Equac¸a˜o Mestra Padra˜o, onde havia um u´nico canal de dissipac¸a˜o para cada subsistema. Os
autoestados que incluem tal acoplamento sa˜o os Estados Vestidos, definidos e explicados no apeˆndice
D. A frequeˆncia ∆kj = λk − λj se refere a` frequeˆncia de transic¸a˜o entre autoestados |j〉 ↔ |k〉 e
tais transic¸o˜es incoerentes ocorrem a taxas que dependem da densidade espectral dos banhos a`quelas
frequeˆncias. Sua deduc¸a˜o sera´ realizada cap´ıtulo 3 e sua parte dissipativa sera´ dada pela ac¸a˜o do
superoperador Liouvilliano








Γφ (j, k) Dˆ [|j〉〈k|] •+
∑
j,k>j
Γ (j, k) Dˆ [|j〉〈k|] • . (1.3)
Na expressa˜o acima, os paraˆmetros Γκ (j, k) = κ (∆kj)
∣∣Xjk∣∣2 e Γγ (j, k) = γ (∆kj) ∣∣σjkx ∣∣2 (sendo Xjk =




e σx = (σ− + σ+)) referem-se ao ressonador e o qubit, sendo
κ (∆kj) e γ (∆kj) suas taxas de dissipac¸a˜o, respectivamente. O termo Γ (j, k) = Γκ (j, k) + Γγ (j, k)





σjjz surge devido ao banho σz, que e´ responsa´vel pela defasagem, com γφ (ω) sendo a
densidade espectral de ru´ıdos a` frequeˆncia ω e σjkz = 〈j|σz|k〉 e´ o elemento de matriz na˜o-diagonal do
termo de defasagem. Neste trabalho na˜o sera´ considerado um modelo espec´ıfico para as densidades
espectrais dos reservato´rios. Assim, sera´ usada a hipo´tese mais simples de que as taxas de dissipac¸a˜o
sa˜o nulas para ω < 0 e constantes para ω ≥ 0, sendo ideˆnticas a`s respectivas taxas na Equac¸a˜o
Mestra Padra˜o.
Devido a` dificuldade de se obter soluc¸o˜es anal´ıticas em determinados casos, a Equac¸a˜o Mestra
na representac¸a˜o de estados vestidos sera´ resolvida numericamente no cap´ıtulo 6, enquanto a Equac¸a˜o
Mestra Padra˜o sera´ utilizada para determinar os principais efeitos dissipativos, tanto anal´ıticamente
(no regime assinto´tico, cap´ıtulo 5) quanto numericamente (para tempos finitos, cap´ıtulo 6). Por
u´ltimo, ambas as equac¸o˜es mestras sera˜o comparadas com o intuito de se verificar se existem dis-
tinc¸o˜es significativas quanto a`s suas previso˜es, ja´ que, a` primeira vista, a segunda equac¸a˜o e´ mais
completa e deve fornecer resultados mais pro´ximos da realidade.
Cap´ıtulo 2
Descric¸a˜o anal´ıtica para a EDQ de
circuitos na˜o-estaciona´rios
O problema a ser tratado consiste na interac¸a˜o de N a´tomos de dois n´ıveis, ou qubits, com um
modo do campo eletromagne´tico confinado em um ressonador guia-de-onda via interac¸a˜o de dipolo.







σˆ(l)z + g(aˆ+ aˆ
†)(σˆ(l)+ + σˆ
(l)





sendo ω a frequeˆncia da cavidade, aˆ and aˆ† sa˜o os operadores escadas bosoˆnicos e nˆ = aˆ†aˆ. Ja´
para o a´tomo temos os operadores σˆ
(l)
− = |g(l)〉〈e(l)|, σˆ(l)+ = |e(l)〉〈g(l)| e σˆ(l)z = |e(l)〉〈e(l)| − |g(l)〉〈g(l)|,
com |g(l)〉 e |e(l)〉 representando o estado fundamental e o excitado, respectivamente, para o l-e´simo
qubit. Supomos modulac¸o˜es temporais da forma X = X0 + εXfX , onde X = {ω,Ω, g, χ} , tendo:
ω = ω0 + εωfω como a frequeˆncia da cavidade, Ω = Ω0 + εΩfΩ como a frequeˆncia de transic¸a˜o do
a´tomo, g = g0 + εgfg o paraˆmetro de acoplamento a´tomo-campo e χ e´ o coeficiente de squeezing,
que e´ incluso por causa da completeza do Hamiltoniano, embora sua presenc¸a na˜o e´ necessa´ria para
implementar os fenoˆmenos considerados aqui. A parte independente do tempo de χ e´ oriunda de
termos proporcionais ao quadrado do potencial vetorial, que aparecem naturalmente quando se usa o
Hamiltoniano de acoplamento mı´nimo e aproximac¸a˜o de dipolo em primeira ordem ou ordem superior.
Usualmente essa parte pode ser eliminada por uma transformac¸a˜o apropriada da func¸a˜o de onda e
seu u´nico efeito e´ alterar ligeiramente as frequeˆncias de modulac¸a˜o ressonantes. A parte dependente
do tempo e´ relacionada a alguns processos de amplificac¸a˜o parame´trica [33]. No contexto do regime
6
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ECD a modulac¸a˜o externa temporal da frequeˆncia da cavidade resulta em χ = (4ω)−1 dω/dt [32], [33].
No trabalho, essa parte de χ na˜o recebera´ tanta atenc¸a˜o quanto os paraˆmetros ω, Ω e g, pois seus

























(j) − e−iφ(j)X e−itη(j)
)
, (2.2)
onde X = {ω, g,Ω, χ}, w(j)X ≤ 1 e´ o peso da modulac¸a˜o X com a j-e´sima frequeˆncia (aqui sera´
considerado w
(j)
X = 1), φ
(j)
X sua fase (aqui no trabalho sera´ considerada igual a zero) e o ı´ndice j corre
sobre todas as modulac¸o˜es de frequeˆncias na˜o nulas η(j).
2.1 Soluc¸a˜o Geral
O Hamiltoniano (2.1) sera´ escrito em termos dos estados normalizados de Dicke, que torna a




k! (N − k)!/N !
∑
p
|e(1)〉|e(2)〉 · · · |e(k)〉|g(k+1)〉 · · · |gN〉, (2.3)
onde a soma corre entre todas as poss´ıveis permutac¸o˜es de qubits excitados e na˜o excitados. Assim,








†)(σˆk+1,k + σˆk,k+1), (2.4)
com o operador que descreve o conjunto de estados atoˆmicos σk,j = |k〉〈j|, com o parameˆtro Ek =
kΩ ≡ E0,k + εE,kfΩ e Gk = g
√
(k + 1) (N − k) ≡ G0,k + εG,kfg sendo o acoplamento a´tomo-campo.








onde |ϕn,S〉 e´ o Estado Vestido (dressed state), autoestado com n excitac¸o˜es do Hamiltoniano sem
os termos contra-girantes e os dependentes expl´ıcitamente do tempo, e λn,S denotam os respectivos
autovalores (ver apeˆndice D). O ı´ndice S e´ usado para diferenciar os autoestados com o mesmo
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nu´mero de excitac¸o˜es. Ja´ o coeficiente An,S(t) e´ a amplitude de probabilidade para tais estados.
Para se obter a soluc¸a˜o anal´ıtica, a amplitude de probabilidade An,S(t) e´ reescrita em termos de uma
nova amplitude bm,T (t) (que varia lentamente com o tempo) da seguinte forma













































(λm,S − λm,T − η(j)) e
−iφ(j)X
 .
Como mostrado em [42], faz-se necessa´rio eliminar termos que oscilam rapidamente, que sa˜o
dados de acordo com a frequeˆncia de modulac¸a˜o η(j), ja´ que eles na˜o produzem acoplamento resso-
nante entre diferentes amplitudes de probabilidade bm,S(t). As altas frequeˆncias sa˜o definidas aqui
como η(j) ≥ ω0 , enquanto as baixas frequeˆncias η(j) < ω0. A equac¸a˜o e´ escrita sendo denotado o
somato´rio
∑′
j para todas as altas frequeˆncias (posteriormente, o somato´rio
∑′′
j correra´ para todas
as baixas frequeˆncias) e
∑
S corre para todos os valores permitidos de S para diferentes autoestados
dados por m. Os coeficientes sa˜o definidos da seguinte forma












g 〈ϕm,T |(aˆσˆk+1,k + aˆ†σˆk,k+1)|ϕm,S〉 . (2.9)
Nota-se que eles sa˜o simplesmente os elementos de matriz tomados entre os estados vestidos com o
mesmo m.






(λm,T − λm−2,S) −
∣∣∣∑N−1k=0 Λk,m+2,T ,SG0,k∣∣∣2
(λm+2,S − λm,T )
+ ∆νm,T , (2.10)
sendo que os seus coeficientes sa˜o dados por
Λk,m+2,T ,S = 〈ϕm,T |aˆσˆk,k+1|ϕm+2,S〉, (2.11)
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e ∆νm,T denota pequenas correc¸o˜es para o shift de frequeˆncia, que sera˜o desprezados posteriormente.
Apo´s ca´lculos massivos, a equac¸a˜o simplificada para a amplitude de probabilidade bm,T (t) foi obtida
em [42,43]





































k=0 G0,kΛk,m+2,T ,R − iχ0L2,m+2,T ,R








k=0 G0,kΛk,m+2,R,S − iχ0L2,m+2,R,S














G,kΛk,m+2,T ,S − iεχL2,m+2,T ,S
)
, (2.13)
enquanto as profundidades de modulac¸o˜es sa˜o definidas por
ε
(j)




X ≡ εXw(j)X eiφ
(j)
X (X = ω,Ω, g, χ) , Gk = G0,k + εG,kfg.
Tal resultado foi obtido sob va´rias aproximac¸o˜es, sendo a mais importante a aproximac¸a˜o de onda
girante (Rotating wave approximation (RWA), em ingleˆs).












|λm,S − λm,T |
ω0
,






Ale´m disso, as correc¸o˜es para os shifts de frequeˆncia sa˜o da ordem de




O leitor pode se direcionar para as refereˆncias [42,43,49] para maiores detalhes.
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2.2 Efeitos f´ısicos devidos a modulac¸o˜es ressonantes
A partir de agora a atenc¸a˜o sera´ restringida ao caso de um u´nico qubit N = 1. Diante do exposto
anteriormente, uma nova func¸a˜o de onda expandida sera´ proposta, que sera´ equivalente a` (2.5).
Entretanto, a nova func¸a˜o de onda e´ uma aproximac¸a˜o dado que sua amplitude de probabilidade sera´
bn,S(t), ou seja, a soluc¸a˜o da equac¸a˜o (2.12). Ale´m disso, os autovalores corrigidos λ˜n,S = λm,T +νm,T ,
que sa˜o os argumentos das exponenciais em (2.12), demonstram a extrema importaˆncia dos shifts de
ressonaˆncia para o ajuste fino da frequeˆncia de modulac¸a˜o. A func¸a˜o de onda sera´, enta˜o,






com |ϕn,S〉 sendo os Estados Vestidos (apeˆndice D), que sa˜o autoestados do Hamiltoniano de Jaynes-
Cummings. Enfatizamos aqui que aproximamos λ˜m,S por λm,S , ou seja, daqui para frente desprezamos
nos ca´lculos anal´ıticos os shifts de frequeˆncia de ordem de g20/ω0. Isto se faz necessa´rio para tratar
de modo unificado as dinaˆmicas unita´ria e dissipativa (ver cap´ıtulo 4).
A partir daqui sera´ tambe´m proposto um Hamiltoniano efetivo, que compacta a notac¸a˜o
de [43], de modo que sera´ poss´ıvel obter efeitos relacionados a` criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de fo´tons. Para









−it(λm+2,S−λm,T −η(j))|ϕm,T 〉 〈ϕm+2,S |+ h.c., (2.17)
onde o termo η(j) referente a` frequeˆncia de modulac¸a˜o sera´ ressonante quando estiver de acordo
com a diferenc¸a λm+2,S − λm,T e, assim, indicara´ o fenoˆmeno f´ısico a ser tratado. Tais modulac¸o˜es
sa˜o indicadas em [43] e [49] e sera˜o explicitadas aqui; em seguida sera´ necessa´rio mostrar que o
Hamiltoniano (2.17) e´ uma boa aproximac¸a˜o e a modulac¸a˜o fornece os coeficientes de acoplamento
Θm+2,T ,S . A afirmac¸a˜o sobre o Hamiltoniano ser uma alternativa mais eficaz para ana´lise do problema
deve-se ao fato de que a diferenc¸a λm+2,S −λm,T , quando fora da ressonaˆncia, permite que a maioria
termos sejam eliminados via RWA, mais especificamente quando λm+2,S − λm,T 
∣∣∣Ξ(j)m,T ,S∣∣∣. Ale´m
disso, os shifts de ressonaˆncia sera˜o desprezados na correc¸a˜o dos autovalores, eles sera˜o da ordem de
O (g20/ω0, χ20/ω0). Entretanto, isto na˜o traz alterac¸o˜es matema´ticas significativas.
Apesar do Hamiltoniano (2.17) ter sido apresentado sem uma justificativa anterior, pode-se
mostrar que as aproximac¸o˜es citadas anteriormente fazem com que tal Hamiltoniano fornec¸a equac¸o˜es
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diferenciais para a amplitude de probabilidade que se assemelham a` equac¸a˜o diferencial (2.12) (ob-
viamente diferindo por termos desprezados). A equac¸a˜o de Schro¨dinger fornece para uma func¸a˜o
de onda da forma |ψ (t)〉 = ∑
m,T
























−it(λm′+2,S−λm′,T ′−η(j))cm,T (t) |ϕm′,T ′′ 〉











it(λm′+2,T ′−λm′,S−η(j))cm,T (t) |ϕm′+2,T ′ 〉


















it(λm′+2,T ′−λm′,S−η(j))cm′,S (t) |ϕm′+2,T ′ 〉,















Na equac¸a˜o anterior, foi usado o coeficiente de acoplamento Ξ
(j)
m,T ,S = iΘm+2,T ,S , que permitiu tal
resultado. O resultado (2.19) sera´ igual a` bm,T (t) ao se eliminar a primeira linha via RWA em
(2.12). Daqui em diante, todos os efeitos f´ısicos analisados sera˜o obtidos quando a frequeˆncia η(j)
for ajustada para ressonaˆncia, quando sera´ poss´ıvel obter um Hamiltoniano efetivo simplificado. Tal
Hamiltoniano indicara´ como a dinaˆmica do sistema se comportara´ ao tornar expl´ıcitos os poss´ıveis
acoplamentos entre estados na forma |ϕm,T 〉 ↔ 〈ϕm+2,S | . Assim, embora o Hamiltoniano efetivo na˜o
traga novidades em comparac¸a˜o com a equac¸a˜o (2.12), ela permite visualizar o comportamento f´ısico
de maneira muito mais intuitiva. Ademais, sera´ mostrado que a expansa˜o em termos de estados
vestidos tornara´ a ana´lise da EMP muito mais simples.
Cap´ıtulo 3
Equac¸a˜o Mestra na representac¸a˜o dos
Estados Vestidos
Na equac¸a˜o mestra padra˜o a construc¸a˜o e´ tomada considerando que o qubit e a cavidade na˜o
interagem entre si. Entretanto, quando o acoplamento qubit-cavidade e´ considerado, uma construc¸a˜o
mais sofisticada dos termos dissipativos na EM e´ necessa´ria. Ao se levar em conta o acoplamento
entre os subsistemas, a construc¸a˜o dos termos dissipativos sera´ toda feita sob a representac¸a˜o dos
Estados Vestidos. Enta˜o, diferentemente da EMP, que foi constru´ıda no formalismo de Estados Des-
pidos, o acoplamento g leva a transic¸o˜es entre estados emaranhados qubit-ressonador {|g, 0〉 , |ϕn,±〉}
(EV) induzidas pelos reservato´rios. Daqui em diante, por convenieˆncia notacional, os estados sera˜o
denotados por |j〉, com j crescendo de acordo com a energia. Ale´m do mais, o paraˆmetro de acopla-
mento αl para sistema-banho, sendo l o modo do banho, sera´ considerado o foco da construc¸a˜o. No
texto abaixo bl e b
†
l sa˜o operadores escadas para o modo l do banho e enfatizamos que ~ = 1. Este
cap´ıtulo segue de perto o artigo [16].
3.1 Formalismo matema´tico para construc¸a˜o da Equac¸a˜o
Mestra
Inicialmente, considera-se um sistema S amortecido por um reservato´rio R. A discussa˜o a
respeito da equac¸a˜o mestra se inicia com o Hamiltoniano da forma
12
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H = HS +HR +HSR, (3.1)
onde HS e HR sa˜o os Hamiltonianos que descrevem o sistema S e o reservato´rio R, respectivamente.
Ja´ o termo HSR e´ o Hamiltoniano para a interac¸a˜o entre S e R. Em seguida, considera-se um
operador χ (t) como sendo o operador densidade para S ⊕R e define-se
ρ (t) = TrR [χ (t)] , (3.2)
onde ρ (t) e´ o operador densidade reduzido quando tomado o trac¸o parcial sobre os estados do
reservato´rio. Para um operador Oˆ, no espac¸o de Hilbert de S, mesmo sem o conhecimento de χ (t),

















Assim, sera´ poss´ıvel obter uma equac¸a˜o para ρ (t) em que as propriedades de R sejam apenas
paraˆmetros.
A evoluc¸a˜o do operador densidade para o sistema S ⊕R e´ dada por
χ˙ = −i [H,χ] , (3.4)
com ~ = 1 e H dado pela equac¸a˜o (3.1). Primeiro, vamos mudar para a representac¸a˜o de interac¸a˜o
fazendo uma transformac¸a˜o unita´ria com U = e−i(HS+HR)t. Desta forma, reescrevemos
χ˜ (t) = ei(HS+HR)tχ (t) e−i(HS+HR)t, (3.5)
onde o Hamiltoniano de interac¸a˜o dependente explicitamente do tempo torna-se
H˜SR (t) = e
i(HS+HR)tHSRe
−i(HS+HR)t. (3.6)
Da´ı obtem-se, separando o ra´pido movimento gerado por HS e HR do movimento lento gerado por





H˜SR (t) , χ˜
]
. (3.7)
Integrando formalmente (3.7), o resultado sera´:








′) , χ˜ (t′)
]
(3.8)
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′) , χ˜ (t′)
]]
. (3.9)
Sera´ assumido que a interac¸a˜o inicia-se em t = 0 e que na˜o existem correlac¸o˜es entre S e R no tempo
inicial. Assim, χ (0) = χ˜ (0) e enta˜o
χ (0) = ρ (0) ρR, (3.10)
onde ρR e´ o operador densidade inicial do reservato´rio. Note que
TrR [χ˜] = e












′) , χ˜ (t′)
]]
, (3.12)




H˜SR (t) , χ (0)
]}






= 0. Isso e´ garantido se os operadores do reservato´rio acoplados a S teˆm valor
me´dio sendo zero no estado ρR como acontece para reservato´rios no equil´ıbrio te´rmico.
Logo, em consequeˆncia da evoluc¸a˜o temporal e assumindo que o acoplamento entre o sistema
e o reservato´rio e´ fraco, somado ao fato de que o reservato´rio tem inu´meros graus de liberdade,
qualquer varia´vel do reservato´rio somente pode ser afetada fracamente pelo sistema. Isto permite
escrever
χ˜ (t) = ρ˜ (t) ρR +O(HSR). (3.13)
Agora, sera´ feita a aproximac¸a˜o de Born, desprezando-se termos superiores a` segunda ordem no
Hamiltoniano de interac¸a˜o HSR
d
dt








′) , ρ˜ (t′) ρR
]]
. (3.14)
O comportamento de um sistema Markoviano depende somente do tempo presente. Por enquanto,
essa equac¸a˜o na˜o e´ Markoviana, pois a evoluc¸a˜o futura de ρ˜ (t) depende do passado atrave´s da
integrac¸a˜o sobre ρ˜ (t′). Em seguida, outra aproximac¸a˜o sera´ feita, que consiste na troca do operador
densidade ρ˜ (t′) ( dependente do tempo passado t′) pelo operador ρ˜ (t) (dependente do tempo presente
t). Essa troca e´ conhecida como aproximac¸a˜o de Markov :
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d
dt








′) , ρ˜ (t) ρR
]]
. (3.15)





onde si opera no espac¸o de Hilbert do sistema S e Bi opera no espac¸o de Hilbert do reservato´rio R.




s˜i (t) B˜i (t) , (3.17)
que permite reescrever a equac¸a˜o (3.15) da seguinte forma
d
dt







s˜i (t) B˜i (t) ,
[
s˜j (t










s˜i (t) B˜i (t) , s˜j (t




s˜i (t) B˜i (t) , ρ˜ (t









s˜i (t) B˜i (t) s˜j (t




s˜i (t) B˜i (t) ρ˜ (t









s˜i (t) B˜i (t) s˜j (t




s˜i (t) B˜i (t) ρ˜ (t









[s˜i (t) s˜j (t
′) ρ˜ (t′)− s˜j (t′) ρ˜ (t′) s˜i (t)]TrR
[
ρRB˜i (t) B˜j (t
′)
]












[s˜i (t) s˜j (t
′) ρ˜ (t′)− s˜j (t′) ρ˜ (t′) s˜i (t)]
〈












onde a propriedade c´ıclica do trac¸o foi usada e as propriedades do reservato´rio esta˜o inclusas nas
func¸o˜es de correlac¸a˜o. H. Carmichael [20] justifica que a troca de ρ˜ (t′) por ρ˜ (t) e´ poss´ıvel se as func¸o˜es
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de correlac¸a˜o decaem rapidamente na escala de tempo em que ρ˜ (t) varia. Sob esse argumento, o que
se deseja e´ que as func¸o˜es de correlac¸a˜o obedec¸am a relac¸a˜o〈




∝ δ (t− t′) . (3.19)
Assim, a aproximac¸a˜o de Markov depende de duas escalas de tempo amplamente separadas: uma
escala de tempo lenta para a dinaˆmica do sistema S; e uma escala de tempo ra´pida, caracterizando o
decaimento das func¸o˜es de correlac¸a˜o do reservato´rio. Isto implica que uma equac¸a˜o mestra Marko-
viana na˜o permite descrever a dinaˆmica do sistema em intervalos de tempo muito curtos (em ingleˆs,
isso e´ conhecido como “coarse-grained averaging”).
3.2 Dissipadores para os banhos σx e X
Nesta sec¸a˜o, sera´ deduzido o Liouvilliano referente aos banhos acoplados aos operadores σx e














que engloba o qubit c → σ− ou o ressonador c → a. Na representac¸a˜o de interac¸a˜o o Hamiltoniano


































αlCjk |j〉 〈k| ei∆jkt
(
ble




com Cjk = 〈j|
(
c+ c†













αlCjk |j〉 〈k| ei∆jkt
(
ble






αlCjk |j〉 〈k| ei∆jkt
(
ble
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Nos termos onde j = k e´ poss´ıvel mostrar que 〈j| (c+ c†) |j〉 = 0. Entretanto, isso so´ sera´ poss´ıvel
se os autoestados |j〉 possu´ırem uma paridade bem definida, ja´ que c pode ser σ− referindo-se ao
qubit ou a para a cavidade (esses operadores alteram a paridade quando aplicados em um estado).
Introduzindo o operador paridade Π = (−1)a†a+σ+σ− , pode-se mostrar que |j〉 tem uma paridade
bem definida se [HR,Π] = 0 (apeˆndice A). Assim, como o operador X tem paridade ı´mpar
〈j|X |j〉 = 〈j|Π−1ΠXΠ−1Π |j〉 = −〈j|Π−1XΠ |j〉 = −〈j|X |j〉




αlCjk |j〉 〈k| ei∆jkt
(
ble






αlCjk |j〉 〈k| ei∆jkt
(
ble




Nos termos onde k < j , sera´ trocada a ordem dos ı´ndices e usado o fato de que Ckj = C
∗
jk e ∆kj = −




αlCkj |k〉 〈j| ei∆kjt
(
ble






αlCjk |j〉 〈k| ei∆jkt
(
ble








jk |k〉 〈j| e−i∆jkt
(
ble






αlCjk |j〉 〈k| ei∆jkt
(
ble

















αlCjk |j〉 〈k| ei∆jkt
(
ble




Repare que vl − ∆jk sera´ colocado como vl + ∆kj, de forma que as frequeˆncias de transic¸a˜o entre
os estados sejam positivas. Diante deste fato, os argumentos das exponenciais que os conteˆm sera˜o
muito maiores que o termo de acoplamento αlCjk, permitindo que o me´todo RWA (Apeˆndice B) seja
utilizado para elimina´-los. Os termos restantes de HSB sera˜o reescritos em uma nova notac¸a˜o para











assim, o Hamiltoniano toma a forma
HSB = s˜(t)B˜
†(t) + s˜†(t)B˜(t). (3.27)
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Na equac¸a˜o (3.18), como os ı´ndices i e j correm de 1 a 2, sera´ definido que
s1 (t) = s˜(t) =
∑
j,k>j
Cjk |j〉 〈k| ei∆jkt, (3.28)




C∗jk |k〉 〈j| e−i∆jkt, (3.29)













que permite escrever a equac¸a˜o mestra como
d
dt





[s˜1 (t) s˜1 (t
′) ρ˜ (t′)− s˜1 (t′) ρ˜ (t′) s˜1 (t)]
〈











+ [s˜1 (t) s˜2 (t
′) ρ˜ (t′)− s˜2 (t′) ρ˜ (t′) s˜1 (t)]
〈










+ [s˜2 (t) s˜1 (t
′) ρ˜ (t′)− s˜1 (t′) ρ˜ (t′) s˜2 (t)]
〈










+ [s˜2 (t) s˜2 (t
′) ρ˜ (t′)− s˜2 (t′) ρ˜ (t′) s˜2 (t)]
〈
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−ivl(t+t′) 〈blbl〉R = 0, (3.35)〈

































ivl(t−t′)n¯ (v, T ) , (3.37)
〈


















−ivl(t−t′)n¯ (v, T ) , (3.38)
〈











































−ivl(t−t′) [n¯ (v, T ) + 1] , (3.39)
〈


















ivl(t−t′) [n¯ (v, T ) + 1] , (3.40)






sendo o nu´mero me´dio de fo´tons para um oscilador com frequeˆncia v
em equil´ıbro te´rmico a` temperatura T . Note que n¯ (v, T ) foi obtido atrave´s da propriedade c´ıclica
do trac¸o.
Eliminando as func¸o˜es de correlac¸a˜o nulas da EM e fazendo uma troca de varia´veis τ = t− t′,










|Cjk|2 ei∆jkt |k〉 〈j| ρ˜ (t− τ) |j〉 〈k| −
∑
j,k>j










|Cjk|2 ei∆jkt |j〉 〈k| ρ˜ (t− τ) |k〉 〈j| −
∑
j,k>j










|Cjk|2 e−i∆jkt |j〉 〈k| ρ˜ (t− τ) |k〉 〈j| −
∑
j,k>j










|Cjk|2 e−i∆jkt |k〉 〈j| ρ˜ (t− τ) |j〉 〈k| −
∑
j,k>j









Introduzindo a densidade de estados D (v), tal que D (v) dv fornece o nu´mero de osciladores com








|αl|2 eivlτ n¯ (v, T )→
∞∫
0
dveivlτD (v) |αl (ν)|2 n¯ (υ, T ) ; (3.42)
〈






|αl|2 e−ivlτ n¯ (v, T )→
∞∫
0
dveivlτD (v) |αl (v)|2 n¯ (v, T ) ; (3.43)〈










dve−ivlτD (v) |αl (v)|2 [n¯ (v, T ) + 1] ; (3.44)〈










dve−ivlτD (v) |αl (v)|2 [n¯ (v, T ) + 1] . (3.45)
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|Cjk|2D (v) |αl (v)|2 (3.46)
×{eivlτei∆jktn¯ (v, T ) [|k〉 〈j| ρ˜ (t− τ) |j〉 〈k| − |j〉 〈j| ρ˜ (t− τ)]
+e−ivlτei∆jkt [n¯ (v, T ) + 1] [|j〉 〈k| ρ˜ (t− τ) |k〉 〈j| − ρ˜ (t− τ) |k〉 〈k|]
+e−ivlτe−i∆jkt [n¯ (v, T ) + 1] [|j〉 〈k| ρ˜ (t− τ) |k〉 〈j| − |k〉 〈k| ρ˜ (t− τ)]










|Cjk|2D (v) |αl (v)|2
{
ei(vl+∆jk)t [|j〉 〈k| ρ˜ (t− τ) |k〉 〈j| − ρ˜ (t− τ) |k〉 〈k|]
+e−i(vl+∆jk)t [|j〉 〈k| ρ˜ (t− τ) |k〉 〈j| − |k〉 〈k| ρ˜ (t− τ)]
+ei(vl+∆jk)tn¯ (ν, T ) [|k〉 〈j| ρ˜ (t− τ) |j〉 〈k| − |j〉 〈j| ρ˜ (t− τ)
+ |j〉 〈k| ρ˜ (t− τ) |k〉 〈j| − ρ˜ (t− τ) |k〉 〈k|]
+e−i(vl+∆jk)tn¯ (ν, T ) [|j〉 〈k| ρ˜ (t− τ) |k〉 〈j| − |k〉 〈k| ρ˜ (t− τ)
+ |k〉 〈j| ρ˜ (t− τ) |j〉 〈k| − ρ˜ (t− τ) |j〉 〈j|]} .
Os tempos τ que dominam a integral sa˜o muito pequenos em comparac¸a˜o com a escala de tempo que
controla a evoluc¸a˜o de ρ˜, portanto sera´ feita a troca de ρ˜ (t− τ) por ρ˜ (t). Ale´m do mais, esse fato
permite estender o tempo t ate´ o infinito, ja´ que a integrac¸a˜o em τ e´ dominada por tempos muito
















dτe−i(−vl−∆jk)t = piδ (−vl −∆jk) + i P
vl + ∆jk
(3.48)
= piδ [− (vl + ∆jk)] + i P
vl + ∆jk
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2 (∆kj) |Cjk|2 (3.49)















2 (∆kj) |Cjk|2 n¯ (∆jk, T )
×{[|k〉 〈j| ρ˜ (t) |j〉 〈k| − |j〉 〈j| ρ˜ (t) + |j〉 〈k| ρ˜ (t) |k〉 〈j| − ρ˜ (t) |k〉 〈k|]










×{[|k〉 〈j| ρ˜ (t) |j〉 〈k| − |j〉 〈j| ρ˜ (t) + |j〉 〈k| ρ˜ (t) |k〉 〈j| − ρ˜ (t) |k〉 〈k|]
− [|j〉 〈k| ρ˜ (t) |k〉 〈j| − |k〉 〈k| ρ˜ (t) + |k〉 〈j| ρ˜ (t) |j〉 〈k| − ρ˜ (t) |j〉 〈j|]} .
Para voltar a` representac¸a˜o de Schro¨dinger, basta fazer outra transformac¸a˜o







Logo, podemos organizar os termos de forma que se chegue ao Hamiltoniano







L′jk (|k〉 〈k|+ |j〉 〈j|)
]}
, (3.51)


















n¯ (∆kj, T ) ; (3.53)
Γjk = 2piD (∆kj)α
2 (∆kj) |Cjk|2 . (3.54)
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O resultado final sera´





|j〉 〈k| ρ (t) |k〉 〈j| − 1
2
ρ (t) |k〉 〈k| − 1
2






Γjkn¯ (∆kj, T )
[
|j〉 〈k| ρ (t) |k〉 〈j| − 1
2
ρ (t) |k〉 〈k| − 1
2





Γjkn¯ (∆kj, T )
[
|k〉 〈j| ρ (t) |j〉 〈k| − 1
2
ρ (t) |j〉 〈j| − 1
2
|j〉 〈j| ρ (t)
]
= −i [H ′S, ρ(t)] +
∑
j,k>j
Γjkn¯ (∆kj, T ) Dˆ [|k〉 〈j|] ρ (t) +
∑
j,k>j
Γjk [1 + n¯ (∆kj, T )] Dˆ [|j〉 〈k|] ρ (t) .
O Hamiltoniano H ′S (t) e´ o Hamiltoniano Lamb-shifted do sistema e L
′
jk sa˜o os Lamb shifts causados
pelo acoplamento ao ambiente. A func¸a˜o Γ (ν) e´ a taxa de relaxac¸a˜o. No caso da perda de fo´tons,
a troca c → a sera´ feita e a taxa de relaxac¸a˜o Γ (ν) sera´ trocada por κ (ν). No caso da relaxac¸a˜o
atoˆmica, a troca entre os operadores c → σ− sera´ feita e a taxa Γ (ν) sera´ trocada por γ (ν) . Ale´m
disso, os Lamb shifts sera˜o desprezados.
3.3 Dissipadores para o banho σz
3.3.1 Modelo cla´ssico
Agora, sera´ demonstrada a parte da defasagem da equac¸a˜o (1.3). Para isso, define-se a
func¸a˜o f(t) em
Hdef = f(t)σz (3.56)
como uma func¸a˜o estoca´stica, que modula a frequeˆncia do qubit, com valor me´dio nulo. Em seguida,





f(t) |j〉 〈k| 〈j|σz |k〉 ei∆jkt =
∑
jk
f(t) |j〉 〈k|σjkz ei∆jkt, (3.57)
onde f(t) sera´ expressado em termos da Transformada de Fourier (apeˆndice C). Para tal, algumas
definic¸o˜es que garantam essa possibilidade sa˜o necessa´rias.
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Nesse intervalo de frequeˆncia 2ϑjk em torno de ∆jk considera-se que vem a maior contribuic¸a˜o para
a defasagem, de forma que a aproximac¸a˜o e´ va´lida se ϑjk  ∆jk. Com o aux´ılio do Teorema de
Wiener-Khintchin, tem-se
E [f(ω)f(−ω′)] = δ (ω − ω′)Sf (ω), (3.60)




Sf (ω)ξ (ω) , (3.61)
de modo que o valor me´dio cla´ssico da func¸a˜o ξ (ω) seja nulo E [ξ (ω)] = 0 e E [ξ (ω) ξ (−ω′)] =







dωξ (ω + ∆jk) e
iωt. (3.62)
Ao definir ϑjk um intervalo muito pequeno de frequeˆncia, a escala de tempo de defasagem sera´ muito









Sf (∆jk)ξ∆jk (t) (3.63)






Sf (−∆jk)ξ−∆jk (t) . (3.64)

















z [|j〉 〈k| ρ˜ (t− τ) |j′〉 〈k′| − ρ˜ (t− τ) |j′〉 〈k′| j〉 〈k|]E [f(ω)f(−ω′)]
}
.(3.65)
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Se for feita uma troca de ı´ndices j por k no primeiro somato´rio e j´ por k´ no segundo somato´rio,

















z [|j〉 〈k| ρ˜ (t− τ) |k′〉 〈j′| − ρ˜ (t− τ) |k′〉 〈j′| j〉 〈k|]E [f(ω)f(−ω′)]
}
.(3.66)
Diante disso, a contribuic¸a˜o para a equac¸a˜o mestra, ao se reorganizar os termos, sera´:
∑
j,k 6=j









O termo γφ (−∆jk) = 2Sf (−∆jk) surgiu da correlac¸a˜o na equac¸a˜o (3.66).
3.3.2 Modelo Quaˆntico
Nesta sec¸a˜o usaremos um modelo quaˆntico para a descric¸a˜o da defasagem, que leva a re-
sultados similares aos da sec¸a˜o anterior. O procedimento sera´ o mesmo adotado na sec¸a˜o sobre os
banhos acoplados aos operadores σx e X: definir um Hamiltoniano de acoplamento, mudar para a
representac¸a˜o de interac¸a˜o e, por fim, usar a equac¸a˜o (3.18).
O Hamiltoniano livre, com bj e b
†
j sendo os operadores escadas para o modo j do banho tendo














onde αjk e´ a forc¸a de acoplamento. Como se sabe essa interac¸a˜o corresponde a` transfereˆncia de um
quantum de energia do modo do banho para outro atrave´s de uma excitac¸a˜o virtual do qubit. O
passo seguinte e´ escrever o Hamiltoniano na representac¸a˜o de interac¸a˜o com U = e−i(HS+HB)t e inserir


















i(νj−νk)tZmn |m〉 〈n| ei∆mnt, (3.69)
CAPI´TULO 3. EQUAC¸A˜O MESTRA NA REPRESENTAC¸A˜O DOS ESTADOS VESTIDOS 26
com Zmn = 〈m|σ+σ− |n〉 . E´ poss´ıvel observar que o valor me´dio te´rmico na˜o sera´ nulo quando os
ı´ndices j = k, diferentemente do que ocorria nos banhos acoplados aos operadores σx e X, onde
a interac¸a˜o dos operadores do banho com o sistema tinha valor me´dio nulo no equil´ıbrio te´rmico
(vide as equac¸o˜es (3.33)-(3.40)). A soluc¸a˜o encontrada e´ inserir esses termos no Hamiltoniano total,
chegando ao Hamiltoniano efetivo:





jbjZmn |m〉 〈n| ei∆mnt. (3.70)
Como o banho esta´ em equil´ıbrio te´rmico
H ′S = HS +
∑
jmn
αjjn¯j (T )Zmn |m〉 〈n| ei∆mnt. (3.71)
A partir daqui, define-se o Hamiltoniano de interac¸a˜o de forma simplificada como:






















dt′ {[s (t) s (t′) ρ˜ (t′)− s (t′) ρ˜ (t′) s (t)] 〈B (t)B (t′)〉R







{[Zmn (t)Zm′n′ (t′) ρ˜ (t′)− Zm′n′ (t′) ρ˜ (t′)Zmn (t)] 〈B (t)B (t′)〉R
+ [ρ˜ (t′)Zm′n′ (t′)Zmn (t)− Zmn (t) ρ˜ (t′)Zm′n′ (t′)] 〈B (t′)B (t)〉R}








Zmn (t)Zm′n′ (t) e
−i∆m′n′τ ρ˜ (t− τ)− Zm′n′ (t) e−i∆m′n′τ ρ˜ (t− τ)Zmn (t)
]
×〈B (t)B (t− τ)〉R
+
[
ρ˜ (t− τ)Zm′n′ (t) e−i∆m′n′τZmn (t)− Zmn (t) ρ˜ (t− τ)Zm′n′ (t) e−i∆m′n′τ








dτe−i∆m′n′τ 〈B (t)B (t− τ)〉R










Zm′n′Zmn |m′〉 〈n′| ei∆m′n′ tei∆mntρ˜ (t− τ) |m〉 〈n|












i∆mntei∆m′n′ t |m〉 〈n| ρ˜ (t− τ) |m′〉 〈n′|
−ρ˜ (t− τ) |m′〉 〈n′| |m〉 〈n|Zm′n′Zmnei∆m′n′ tei∆mnt
] ×∫ t
0
dτe−i∆m′n′τ 〈B (t− τ)B (t)〉R
}
.








Zm′n′Znm |m′〉 〈n′| ei∆m′n′ tei∆nmtρI (t− τ) |n〉 〈m| (3.75)
−ZnmZm′n′ei∆nmtei∆m′n′ t |n〉 〈m| m′〉 〈n′| ρI (t− τ)
]× ∫ t
0






i∆mntei∆n′m′ t |m〉 〈n| ρI (t− τ) |n′〉 〈m′|
−ρI (t− τ) |n′〉 〈m′| |m〉 〈n|Zn′m′Zmnei∆n′m′ tei∆mnt
]× ∫ t
0
dτe−i∆n′m′τ 〈B (t− τ)B (t)〉
}
Obte´m-se, portanto, termos na˜o nulos somente quando m = m′ e n = n′. Diante disso, usando









































dτe−i∆nmτ 〈B (t− τ)B (t)〉R
}
(3.76)
As func¸o˜es de correlac¸a˜o teˆm como resultado






























Em ambos os casos, o valor me´dio so´ na˜o anula quando j = k′ e j′ = k, pois para o estado te´rmico〈
b†jbk 6=j
〉
= 0. Portanto, sendo αkj = αjk














α2jkn¯j (T ) [n¯k (T ) + 1] e
i(vj−vk)τ , (3.79)














α2jkn¯j (T ) [n¯k (T ) + 1] e
−i(vj−vk)τ . (3.80)
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′+v−∆nm)τ = piδ (−v′ + v −∆nm) (3.81)
−i P−v′ + v −∆nm = piδ (v
′ − v + ∆nm) + i P






′−v−∆mn)τ = piδ (v′ − v + ∆nm)− i P
v′ − v + ∆nm . (3.82)
Da mesma forma que na sec¸a˜o 3.2, estendendo o somato´rio a` uma integral introduzindo a densidade
de estados D (v), obte´m-se∫ t
0
dτe−i∆mnτ 〈B (t)B (t− τ)〉R =
[
piδ (v′ − v + ∆nm) + i P









dvα2 (v, v −∆nm)D (v)D (v −∆nm) n¯ (v, T )




dvdv′α2 (v, v′)D (v)D (v′) n¯ (v, T ) [n¯ (v′, T ) + 1]
v′ − v + ∆nm ,∫ t
0
dτe−i∆nmτ 〈B (t− τ)B (t)〉R =
[
piδ (v′ − v + ∆nm)− i P









dvα2 (v, v −∆nm)D (v)D (v −∆nm) n¯ (v, T )




dvdv′α2 (v, v′)D (v)D (v′) n¯ (v, T ) [n¯ (v′, T ) + 1]









dvdv′α2 (v, v′)D (v)D (v′) n¯ (v, T ) [n¯ (v′, T ) + 1]
v′ − v + ∆nm ,
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iLmn |Zmn|2 [|m〉 〈n| ρ˜ (t) |n〉 〈m| − |m〉 〈n| ρ˜ (t) |n〉 〈m|+ ρ˜ (t) |n〉 〈n| − |n〉 〈n| ρ˜ (t)] .
Assim, voltando ao formalismo de Schro¨dinger, definindo γφ (∆mn) = γmn/2 e usando a relac¸a˜o
Zmn = (δmn + σ
mn
z ) /2, o resultado sera´
ρ˙(t) = −i [H ′S, ρ(t)] +
∑
mn








|m〉 〈m| ρ (t) |m〉 〈m| − 1
2
|m〉 〈m| ρ (t)− 1
2









|m〉 〈n| ρ (t) |n〉 〈m| − 1
2
|n〉 〈n| ρ (t)− 1
2





























i |Zmn|2 Lmn |n〉 〈n| e´ o Hamiltoniano Lamb-shifted. Repare que se forem despre-
zados os Lamb shifts, sera´ obtida a mesma equac¸a˜o mestra que no caso cla´ssico. Como o reservato´rio
foi tomado desde o pr´ıncipio em equil´ıbrio te´rmico, o estado de Gibbs ρR =
e−βHB
Trs(e−βHB )
, com β = 1
kBT
,






onde Pn = 〈n| ρR |n〉 sa˜o as populac¸o˜es e Wnn′ sa˜o taxas de emissa˜o ou absorc¸a˜o entre os estados.
Essa relac¸a˜o expressa o fato o´bvio de que, em um estado estaciona´rio, a soma de todas as transic¸o˜es
por unidade de tempo para um estado n deve ser balanceada pela soma de todas as transic¸o˜es de
n para outros estados n´. A relac¸a˜o conhecida como relac¸a˜o de Kubo-Martin-Schwinger (KMS) [29],
fornece uma importante relac¸a˜o [23,24]
γφ (ω)
γφ (−ω) = e
ω/kBT . (3.87)
A relac¸a˜o anterior e´ a importante afirmac¸a˜o de que para cada par de estados a transic¸a˜o deve ser
balanceada e a raza˜o entre as taxas de transic¸a˜o e´ proporcional a diferenc¸a de energia entre os estados.
Tal relac¸a˜o e´ conhecida como balanc¸o detalhado. O tratamento quaˆntico feito nesta sec¸a˜o engloba
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a temperatura respeitando o balanc¸o detalhado [16], isso implica que para temperatura T = 0,
γφ (ω) = 0 para ω < 0. Entretanto, essa condic¸a˜o na˜o requer conhecimento detalhado do banho,
mas somente propriedades termodinaˆmicas. Em particular, na˜o e´ necessa´rio invocar a Mecaˆnica
Quaˆntica (ver [28]). Essa relac¸a˜o de balanc¸o detalhado pode ser demonstrada em F´ısica Cla´ssica
para um sistema em contato com um banho te´rmico a` temperatura T atrave´s da relac¸a˜o
Wnn′e
−εn′/kBT = Wn′ne−εn/kBT , (3.88)
onde εn e´ a energia do estado n. A quebra do balanc¸o detalhado implica em aumento da entropia
termodinaˆmica (irreversibilidade).
Cap´ıtulo 4
Considerac¸o˜es sobre a Equac¸a˜o Mestra
Padra˜o
Ate´ o momento, foi deduzida uma descric¸a˜o anal´ıtica (sob uma se´rie de aproximac¸o˜es) de
como a modulac¸a˜o externa com frequeˆncia η(j), de acordo com a frequeˆncia ressonante do sistema
a´tomo-campo, permite obter efeitos de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de fo´tons. Ale´m disso, uma formulac¸a˜o
mais completa para a equac¸a˜o mestra foi obtida considerando o acoplamento qubit-cavidade na base
dos EV. Entretanto, quando os subsistemas sa˜o tratados separadamente, a formulac¸a˜o e´ feita em
torno de Estados Despidos, que se revestem ou de a´tomo ou de campo. Devido a isso, opera´-la sobre
o operador densidade total e´, em princ´ıpio, menos trabalhoso, bastando apenas que fac¸amos certas
aproximac¸o˜es justificadas.
O interesse agora e´ entender como a dissipac¸a˜o afeta a evoluc¸a˜o temporal de tais fenoˆmenos
na˜o-estaciona´rios. Para tanto, sera´ considerado um u´nico qubit interagindo com o campo eletro-
magne´tico, de modo que os estados vestidos do sistema correspondera˜o aos autoestados do Hamilto-
niano de Jaynes-Cummings [8, 19] (Apeˆndice D)






com ω0 sendo a frequeˆncia do campo, Ω0 a frequeˆncia de transic¸a˜o atoˆmica e g0 o termo de acopla-
mento a´tomo-campo. Os seus autovalores sa˜o dados por
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com
∆− = ω0 − Ω0 (4.3)
sendo o termo de dissintonia entre a´tomo e campo, βn =
√
∆2− + 4g20n = λn,+ − λn,−. O ı´ndice
S = ± e´ definido para diferenciar os autovalores com mesmo n, com n sendo o nu´mero total de
excitac¸o˜es do sistema. Com relac¸a˜o aos autoestados, tem-se
|ϕ0〉 = |g, 0〉
|ϕn,S〉 = (sn,S |g, n〉+ cn,S |e, n− 1〉) , (4.4)
obtidos no apeˆndice D, sendo
sm,+ = sin θm,
sm,− = cos θm,
cm,+ = cos θm,
cm,− = − sin θm.





tem importaˆncia devido a` sua dependeˆncia com o termo de
dissintonia, que define tanto o Regime Ressonante (RR) quanto o Regime Dispersivo (RD). O RR
e´ obtido quando a comparac¸a˜o entre a frequeˆncia de acoplamento g0 para o sistema a´tomo-campo e
o termo de dissintonia ∆− fornece |∆−|  g0. Por outro lado, o RD sera´ obtido quando a mesma
comparac¸a˜o fornece g0
√
n/ |∆−|  1 para todos os valores relevantes de n.
Por formalidade, e´ definido que |ϕ0〉 = |ϕ0,−〉 com θ0 = 0, mas podemos ver que |ϕ0,+〉 =
|e,−1〉, que obviamente e´ na˜o-f´ısico, enta˜o, definimos que |ϕ0,+〉 ≡ 0. Ale´m disso, para o RR
θn>0 = pi/4, enquanto no RD duas situac¸o˜es sa˜o poss´ıveis: ∆− > 0 e n > 0 ou ∆− < 0 e n > 0. Para




n sa˜o (obtidos atrave´s da expansa˜o em se´rie
dos resultados do apeˆndice D)
|ϕn,+〉 ≈ |g, n〉+ g0
∆−
√




n|g, n〉 − |e, n− 1〉, (4.6)
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com os coeficientes expandidos ate´ segunda ordem




































sin 2θn ≈ 2 g0
∆−
√



















|ϕn,+〉 ≈ − g0
∆−
√
n|g, n〉+ |e, n− 1〉, (4.7)
|ϕn,−〉 ≈ |g, n〉+ g0
∆−
√
n|e, n− 1〉, (4.8)
com os coeficientes obtidos ate´ segunda ordem





































sin 2θn ≈ −2g0
∆−
√














No RD, os autoestados expandindos ate´ primeira ordem em g0
∆−
√
n podem ser generalizados de acordo
com o s´ımbolo de dissintonia D = ∆−/ |∆−|, que facilita a notac¸a˜o, sendo dados por
|ϕn,D〉 ≈ |g, n〉+ g0
∆−
√
n|e, n− 1〉, (4.9)
|ϕn,−D〉 ≈ −D
[






Os EV tomados em ordem zero no RD sa˜o dados aproximadamente por
|ϕn,D〉 ≈ |g, n〉; |ϕn,−D〉 ≈ |e, n− 1〉.
Esse formalismo sera´ importante no estudo da Equac¸a˜o Mestra Padra˜o (EMP), pois sera˜o
abordados efeitos tanto no RR quanto no RD. Entretanto, no RD sera˜o consideradas no ma´ximo
expanso˜es em segunda ordem.
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4.1 Equac¸a˜o Mestra Padra˜o








sendo Lˆ o superoperador Liouvilliano. Muito conhecida na literatura e ja´ apresentada, a equac¸a˜o
mestra padra˜o a` temperatura zero e´ definida por (1.2)
LˆEMP• = κDˆ [aˆ] •+γDˆ [σˆ−] •+γφ
2








OˆρˆOˆ† − Oˆ†Oˆρˆ− ρˆOˆ†Oˆ
)
sendo o superoperador Lindbladiano e σˆz = |e〉〈e|−|g〉〈g|.
Os paraˆmetros κ, γ e γφ sa˜o, respectivamente, as taxas de relaxac¸a˜o da cavidade, relaxamento do
qubit e defasagem pura do qubit.
Na representac¸a˜o de interac¸a˜o os operadores sera˜o reescritos atrave´s de U = e−itHJC , sendo
obtido o operador densidade ρ = Uρ˜U † e qualquer operador como O˜ = eitHJCOe−itHJC [47]. Logo, a
EMP
ρ˙ = −i [H, ρ] + κ
2
(
2aρa† − a†aρ− ρa†a)+ γ
2
















2a˜ρ˜a˜† − a˜†a˜ρ˜− ρ˜a˜†a˜)+ γ
2




(σ˜zρ˜σ˜z − ρ˜) .



























e S, T = ± (´ındices mudos).
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4.2 Simplificac¸o˜es para EMP
De posse das definic¸o˜es a` respeito da EMP na representac¸a˜o de interac¸a˜o (a mesma usada
no cap´ıtulo 2) e do operador densidade expandido em termos dos EV, pode-se obter as equac¸o˜es
diferenciais para ρ˜S,Tn,m(t). E´ interessante escrever “individualmente” os treˆs termos de (4.12), de
modo que se possa analisar como cada efeito no RR e no RD sera´ afetado pela relaxac¸a˜o atoˆmica
pura, defasagem atoˆmica pura e relaxac¸a˜o pura da cavidade. Ainda, algumas simplificac¸o˜es sera˜o
fundamentais para a ana´lise do comportamento assinto´tico do sistema sob a dissipac¸a˜o. Assim, para













(2σ˜−ρ˜σ˜+ − σ˜+σ˜−ρ˜− ρ˜σ˜+σ˜−) , (4.16)







〈ϕN,+| (2σ˜−ρ˜σ˜+ − σ˜+σ˜−ρ˜− ρ˜σ˜+σ˜−) |ϕM,+〉; (4.17)

















〈ϕN,+| (2σ˜−ρ˜σ˜+ − σ˜+σ˜−ρ˜− ρ˜σ˜+σ˜−) |ϕM,−〉. (4.19)
Atrave´s da aplicac¸a˜o direta dos operadores no operador densidade, as equac¸o˜es diferenciais para a







2 sin θN sin θMe
it(λN,+−λM,+)
[
cos θN+1 cos θM+1e
−it(λN+1,+−λM+1,+)ρ˜+,+N+1,M+1 (4.20)
− sin θM+1 cos θN+1e−it(λN+1,+−λM+1,−)ρ˜+,−N+1,M+1 − sin θN+1 cos θM+1
×eit(λM+1,+−λN+1,−) (ρ˜+,−M+1,N+1)∗ + sin θN+1 sin θM+1e−it(λN+1,−−λM+1,−)ρ˜−,−N+1,M+1]






−it(λM,+−λM,−)ρ˜+,−NM + sin 2θNe
it(λN,+−λN,−) (ρ˜+,−M,N)∗)} ;







2 cos θN cos θMe
it(λN,−−λM,−)
[
cos θM+1 cos θN+1e
−it(λN+1,+−λM+1,+)ρ˜+.+N+1,M+1(4.21)
− sin θM+1 cos θN+1e−it(λN+1,+−λM+1,−)ρ˜+,−N+1,M+1




+ sin θM+1 sin θN+1e
−it(λN+1,−−λM+1,−)ρ˜−,−N+1,M+1
]














2 sin θN cos θMe
it(λN,+−λM,−)
[
eit(λM+1,+−λN+1,+) cos θM+1 cos θN+1ρ˜
+,+
N+1,M+1 (4.22)
−e−it(λN+1,+−λM+1,−) sin θM+1 cos θN+1ρ˜+,−N+1,M+1








− (cos2 θN + sin2 θM) ρ˜+,−NM + 12 (sin 2θNeit(λN,+−λN,−)ρ˜−,−NM + sin 2θMeit(λM,+−λM,−)ρ˜+,+NM)
}
.
Continuando com as simplificac¸o˜es e repetindo o procedimento anterior para separar as







(cos 2θM cos 2θN − 1) ρ˜+,+NM − e−it(λM,+−λM,−) sin 2θM cos 2θN ρ˜+,−NM (4.23)




































(cos 2θM cos 2θN + 1) ρ˜
+,−
NM + e
it(λM,+−λM,−) sin 2θM cos 2θN ρ˜
+,+
NM (4.25)
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M + 1 sin θM sin θM+1 +
√




N + 1 sin θN sin θN+1 +
√





M + 1 sin θM cos θM+1 −
√




N + 1 sin θN sin θN+1 +
√





M + 1 sin θM sin θM+1 +
√




N + 1 sin θN cos θN+1 −
√






M + 1 sin θM cos θM+1 −
√




N + 1 sin θN cos θN+1 −
√


























M + 1 cos θM sin θM+1 −
√




N + 1 cos θN sin θN+1 −
√





M + 1 cos θM cos θM+1 +
√




N + 1 cos θN sin θN+1 −
√





M + 1 cos θM sin θM+1 −
√




N + 1 cos θN cos θN+1 +
√






M + 1 cos θM cos θM+1 +
√




N + 1 cos θN cos θN+1 +
√



























M + 1 cos θM sin θM+1 −
√




N + 1 sin θN sin θN+1 +
√





M + 1 cos θM cos θM+1 +
√




N + 1 sin θN sin θN+1 +
√





M + 1 cos θM sin θM+1 −
√




N + 1 sin θN cos θN+1 −
√






M + 1 cos θM cos θM+1 +
√




N + 1 sin θN cos θN+1 −
√








eit(λN,+−λN,−) sin 2θN ρ˜
−,−
NM + e





O me´todo RWA se mostra muito u´til novamente, pois permitira´ eliminar termos que oscilam







as soluc¸o˜es exatas sa˜o
A(t) = eitW/2





[(W +R)B0 + 2iqA0] e
iRt/2 − [(W −R)B0 + 2iqA0] e−iRt/2
2R
, (4.31)
onde os paraˆmetros q e W sa˜o constantes, R =
√
W 2 − 4q2. Para |q/W |  1, os resultados
aproximados sera˜o A ' A0 e B ' B0, ou seja, dA/dt ' 0 e dB/dt ' 0 nas equac¸o˜es diferenciais.
Enta˜o, os shifts de frequeˆncia negligenciados sera˜o da ordem de O (q2/W ). Para uma aplicac¸a˜o
direta, no caso λn,+ − λn,− = βn  κ, γ, γφ pode-se eliminar termos que oscilara˜o rapidamente. As
frequeˆncias ressonantes sera˜o modificadas por causa dos shifts de ressonaˆncia desprezados. Assim,
as frequeˆncias ressonantes devera˜o ser ajustadas manualmente.
Cap´ıtulo 5
Comportamento assinto´tico
O Hamiltoniano (2.17), como visto no cap´ıtulo 2, torna poss´ıvel analisar a dinaˆmica unita´ria
para determinados efeitos f´ısicos de maneira mais simplificada. Apesar da dinaˆmica unita´ria ter sido
analisada em [42] e [43], e´ necessa´rio que a notac¸a˜o seja compactada para que seja poss´ıvel trabalhar
algebricamente a EMP. Ale´m disso, como a dinaˆmica foi obtida utilizando-se a representac¸a˜o vestida
da interac¸a˜o a´tomo-campo, no cap´ıtulo anterior expandimos o operador densidade na representac¸a˜o
dos EV.
Neste cap´ıtulo, investigaremos como a dinaˆmica do sistema sera´ afetada pelos efeitos dis-
sipativos. No entanto, a investigac¸a˜o sera´ restrita ao comportamento anal´ıtico assinto´tico para a
Equac¸a˜o Mestra Padra˜o. Para tanto, o formalismo do cap´ıtulo anterior sera´ levado em considerac¸a˜o
e o me´todo RWA sera´ muito importante na ana´lise. Os efeitos f´ısicos analisados sera˜o: gerac¸a˜o de
pares de excitac¸o˜es no Regime Ressonante, Regime anti-Jaynes-Cummings, Regime anti-efeito Casi-
mir dinaˆmico e efeito Casimir dinaˆmico fundamental. Ale´m disso, verificaremos como os processos
de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de excitac¸o˜es incrementados (atrave´s de modulac¸o˜es multi-frequeˆncias) teˆm
suas dinaˆmicas afetadas pela dissipac¸a˜o.
40
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5.1 Comportamento para duas excitac¸o˜es
5.1.1 Gerac¸a˜o de pares de excitac¸o˜es no regime ressonante
O objetivo desta sec¸a˜o e´ demonstrar como a dissipac¸a˜o modifica a dinaˆmica do processo de
criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de fo´tons a partir do Estado de zero excitac¸o˜es (EZE) |g,0〉 . Os autovalores
(4.2) permitem estipular a frequeˆncia ressonante de modulc¸a˜o η(j). Usando o resultado obtido (2.17),
a modulac¸a˜o em η(r) = 2ω0 +Rg0
√
2, com R = ±, no regime ressonante ∆− = 0, fornece a seguinte







−it(λm+2,S−λm,T −η(r))|ϕm,T 〉 〈ϕm+2,S |+ h.c. (5.1)
Logo, m = 0, S = R e T = −, da´ı conclui-se que o Hamiltoniano efetivo sera´
Heff = Ξ
(r)
0,−,R|ϕ0,−〉 〈ϕ2,R|+ h.c. = θ|ϕ0,−〉〈ϕ2,R|+ θ∗|ϕ2,R〉〈ϕ0,−| , (5.2)































onde Υ(j) e´ a profundidade total da modulac¸a˜o. O processo consiste, enta˜o, na transic¸a˜o perio´dica
entre EZE e estados emaranhados a´tomo-campo contendo duas excitac¸o˜es no total.
A dinaˆmica unita´ria e´ dada pela equac¸a˜o
dρ˜
dt
= −i [Heff , ρ˜] ,















a equac¸a˜o para a dinaˆmica se simplifica a` forma
d
dt
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Como o estado inicial e´ |ϕ0,− 〉 = |g, 0〉, e´ apropriado escrever a equac¸a˜o diferencial para ρ˜−,−0,0 , que









indica que esta´ sendo tomada somente a parte imagina´ria do

























Agora o comportamento assinto´tico do sistema sera´ analisado quando a dissipac¸a˜o esta´ pre-
sente. Usando as equac¸o˜es (4.20), (4.21) e (4.22) para relaxac¸a˜o atoˆmica pura, uma formulac¸a˜o geral























































































A equac¸a˜o para a populac¸a˜o ρ˜−,−0,0 sob relaxac¸a˜o atoˆmica pura envolve termos ρ˜
R,R
1,1 (com R = ±), de
modo que suas equac¸o˜es precisam ser escritas. No geral, pela estrutura das equac¸o˜es, e´ poss´ıvel notar
que populac¸o˜es sa˜o acopladas entre si. Nesta sec¸a˜o sera˜o consideradas no ma´ximo duas excitac¸o˜es
(termos com N > 2 sera˜o negligenciados) e o me´todo RWA sera´ de grande utilidade, visto que
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havera˜o termos que oscilam rapidamente e sera˜o desprezados. As equac¸o˜es para a evoluc¸a˜o unita´ria
















































































sendo que a aproximac¸a˜o λn,+−λn,− = βn  γ permitiu eliminar termos que oscilam rapidamente nas
exponenciais atrave´s do me´todo RWA. A soluc¸a˜o assinto´tica e´ uma ana´lise interessante, pois permite
saber quais populac¸o˜es sera˜o permitidas apo´s o sistema evoluir por um tempo grande. Entretanto,
o prec¸o que se paga e´ na˜o saber como o sistema se comporta ao longo do tempo. Fazendo o lado

















|θ|2(|θ|2 + (γ/4)2) ρ˜−,−0,0 ,










torna poss´ıvel escrever as probabilidades
ρ˜−,−0,0 =
|θ|2 + (γ/4)2












3 |θ|2 + (γ/4)2 .
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Fisicamente, o que se deseja e´ que os efeitos de dissipac¸a˜o sejam minimizados. Diante disso, a











Como observado, duas novas populac¸o˜es ρ˜R,R11 e ρ˜
−R,−R
11 surgem mostrando que a relaxac¸a˜o atoˆmica
altera a dinaˆmica unita´ria.
No caso da defasagem atoˆmica pura, as equac¸o˜es (4.23), (4.24) e (4.25) sera˜o necessa´rias.
Apo´s novamente ter sido utilizado o me´todo RWA, aproximando λn,+− λn,− = βn  γφ, termos que



























































vai a zero assintoticamente, enquanto a populac¸a˜o ρ˜−R,−R22 passa a
ser na˜o-nula.
Analisando como a dinaˆmica unita´ria sera´ afetada pela relaxac¸a˜o pura da cavidade, de posse
























































































Lembrando que o me´todo RWA foi importante para chegar a tais equac¸o˜es. Igualando o lado esquerdo


























Em virtude da condic¸a˜o de normalizac¸a˜o conclui-se que as populac¸o˜es atingidas sa˜o
ρ˜−,−0,0 =
|θ|2 + (3κ/4)2



























, ρ˜R,R11 ≈ 0, 58 , ρ˜−R,−R11 ≈ 1, 71× 10−2.
Logo, a dinaˆmica unita´ria e´ dra´sticamente afetada, ja´ que estados antes na˜o atingidos tornam-se
permitidos grac¸as aos efeitos da dissipac¸a˜o. E´ importante notar que em todos os casos o sistema
atinge um estado estaciona´rio com nu´mero finito de excitac¸o˜es.
5.1.2 Regime anti-Jaynes-Cummings (AJC)
Agora vamos considerar a modulac¸a˜o com frequeˆncia ressonante η(J) = ω0+Ω0−2(δ−−δ+) no re-
gime dispersivo |∆−|/2 g0√nma´x (com nma´x sendo o nu´mero ma´ximo de excitac¸o˜es), desprezando-
se correc¸o˜es de ordens superiores [43], onde δ± = g20/∆± (∆+ ≡ ω0 +Ω0). Como mostrado em [43], tal
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−it(λm+2,S−λm,T −η(J))|ϕm,T 〉 〈ϕm+2,S |+ h.c. (5.23)
































Como o regime dispersivo e´ aqui tratado, sera´ importante generalizar as expresso˜es atrave´s do s´ımbolo
de dissintonia D =∆−/ |∆−| = ±. O regime AJC consiste no processo de criac¸a˜o de um fo´ton ao
passo que ha´ a mudanc¸a do estado atoˆmico fundamental para o estado excitado. Observa-se atrave´s
do Hamiltoniano efetivo que os estados acoplam-se da forma |ϕ0,D〉 ↔ |ϕ2,−D〉, o que corresponde




Diante das considerac¸o˜es iniciais, a dinaˆmica unita´ria sera´ dada por
dρ˜
dt
= −i [HAJC , ρ˜] ,
com |ϕ0,−〉 ≡ |ϕ0,D〉
d
dt
























































os efeitos da dissipac¸a˜o sera˜o analisados anal´ıticamente.
Inicialmente, a relaxac¸a˜o atoˆmica pura (RAP) sera´ analisada e, para isso, sera´ muito mais
simples escrever expresso˜es gerais com o aux´ılio das equac¸o˜es (4.20), (4.21) e (4.22), ale´m, e´ claro,










































































onde foi considerada a expansa˜o em
g0
∆−
ate´ segunda ordem! Logo, comec¸ando pela equac¸a˜o diferen-





































































































































































Quando γ  |θ| a populac¸a˜o tem soluc¸a˜o aproximada ρ˜D,D1,1 ≈ 1 e somente um fo´ton e´ gerado.
Ja´ para a DAP, generalizando as equac¸o˜es (4.23), (4.24) e (4.25) de acordo com a dissintonia
(novamente a generalizac¸a˜o das equac¸o˜es sera´ dada em func¸a˜o do s´ımbolo de dissintonia), tem-se
d
dt
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Esta sec¸a˜o se encerra com a ana´lise do comportamento assinto´tico quando ha´ a presenc¸a da
RPC descrita atrave´s EMP. Utilizando as equac¸o˜es para a relaxac¸a˜o da cavidade, ale´m de eliminar
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e a condic¸a˜o κ  |θ| mostra que uma excitac¸a˜o atoˆmica sera´ gerada com o sistema tendendo ao
estado |e, 0〉, tendo em vista que no regime dispersivo |∆−|  g0. Entretando, na˜o ha´ completa














































































































































































CAPI´TULO 5. COMPORTAMENTO ASSINTO´TICO 51




























































































































































Probabilidades na˜o-nulas sa˜o atingidas, de forma que a DU e´ novamente modificada. Podemos checar
facilmente que para γ = 0 ou κ = 0 teremos as soluc¸o˜es obtidas previamente. Ademais, caso a soluc¸a˜o
para ambas as relaxac¸o˜es seja tomada ate´ primeira ordem em
g0
∆−
e γ ∼ κ a DU e´ afetada de tal
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5.1.3 Regime anti-efeito Casimir dinaˆmico (AECD)
O regime anti-ECD previsto recentemente por [43, 49] ocorre no RD e consiste na aniquilac¸a˜o
coerente de duas excitac¸o˜es do sistema via acoplamento |ϕk,D〉 ↔ |ϕk−2,−D〉 para um dado valor k ≥ 3
ou, a grosso modo, uma transic¸a˜o equivalente a |g, k〉 ↔ |e, k−3〉, levando em conta a aproximac¸a˜o em
ordem zero em g0
∆−
√
n no RD. Em palavras, o que foi afirmado na setenc¸a anterior pode ser entendido
como treˆs fo´tons sendo aniquilados ao passo que uma excitac¸a˜o atoˆmica e´ criada. Como visto, esse
efeito e´ implementado com a modulac¸a˜o da frequeˆncia η
(A)
k = 3ω0 − Ω0 + 2 (δ− − δ+) (k − 1) '
λk,D − λk−2,−D e fornece atrave´s de (2.17) o Hamiltoniano efetivo

























Nesse regime, a DU e´ obtida considerando-se inicialmente o sistema em um dado estado com proba-
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Quando a DU esta´ sob RAP e o comportamento e´ analisado no regime assinto´tico e em primeira
ordem em g0/∆−, as equac¸o˜es que a descrevem sera˜o
d
dt





















































ρ˜−D,−Dk−3,k−3 = −γρ˜−D,−Dk−3,k−3. (5.86)
Observa-se que a u´nica soluc¸a˜o na˜o-nula sera´ para a populac¸a˜o ρ˜D,Dk−3,k−3. Para o caso k = 3, observa-
se que o sistema vai assinto´ticamente para o EZE, diferentemente do visto anteriormente em outros
efeitos em que havia equil´ıbrio em estados que na˜o fossem o EZE. Se a soluc¸a˜o for tomada para a
pro´xima ordem em g0
∆−
e k > 3 para largas escalas de tempo teremos tambe´m ρ˜D,Dk−3,k−3 = 0 e a u´nica
soluc¸a˜o assinto´tica na˜o-nula sera´ o estado ρ˜D,D0,0 .



























































































































mostra como o comportamento esperado sera´ completamente alterado pela defasagem para longas
escalas de tempo.







































































Nesse caso, na˜o e´ interessante a ana´lise da RPC, pois a u´nica soluc¸a˜o na˜o-nula sera´ o EZE. Como o
AECD e´ um efeito muito fraco e |g, 0〉 na˜o acopla com nenhum outro estado, teremos fo´tons sendo
perdidos para o reservato´rio em um decaimento praticamente exponencial.
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5.2 Comportamento para quatro excitac¸o˜es
5.2.1 Gerac¸a˜o de fo´tons do va´cuo incrementada no regime ressonante
Voltando ao RR, vamos considerar uma modulac¸a˜o multi-frequeˆncia ou, mais especificamente,
dupla modulac¸a˜o em Ω e g, com as frequeˆncias dadas por η(r) = 2ω0 + Rg0
√





2R), com R,R2 = ±. A modulac¸a˜o η(r2) e´ ressonante quando η(j) = λ4,R2 −λ2,R e nesse









−it(λm+2,S−λm,T −η(j))|ϕm,T 〉 〈ϕm+2,S |+ h.c. (5.98)
= θ|ϕ0,−〉〈ϕ2,R|+ θ∗|ϕ2,R〉〈ϕ0,−|+ θ2|ϕ2,R〉〈ϕ4,R2 |+ θ∗2|ϕ4,R2〉〈ϕ2,R| . (5.99)
Lembrando que no RR ∆− = 0, θ0 = 0 , θn>0 = pi/4, aqui sera´ considerado no ma´ximo quatro
excitac¸o˜es, ale´m, e´ claro, do me´todo RWA para eliminar termos que oscilam rapidamente. Os termos













































































N,0 + δM,0δT ,−θ
∗ρ˜S,RN,2 + δM,4δT ,R2θ2ρ˜
S,R





















































































indica que a parte real foi tomada. Uma soluc¸a˜o anal´ıtica
para a DU pode ser obtida expandindo-se a func¸a˜o de onda na representac¸a˜o de interac¸a˜o










|Ψ˜〉 = H˜|Ψ˜〉 = −i (θB|ϕ0,−〉+ θ∗A|ϕ2,R〉+ θ∗2B|ϕ4,R2〉+ θ2C|ϕ2,R〉) (5.103)
fornece
A˙ = −iθB, (5.104)
B˙ = −iθ∗A− iθ2C, (5.105)
C˙ = −iθ∗2B. (5.106)
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upslopeA0 = ±1. Assim, ajustando-se |θ| = |θ2|, pode-se criar o estado vestido
|ϕ4,R2〉. Outras duas situac¸o˜es podem ser observadas: quando C0 = 0 (A0 = 1) e Rt = 2pi o estado
retorna ao estado inicial e quando C0 = 0 e |θ2|  |θ| obte´m-se A ≈ A0 (B,C  1).

















































































































































































































Na evoluc¸a˜o unita´ria pode ocorrer a transfereˆncia completa de populac¸o˜es entre ρ˜−,−0,0 e ρ˜
R2,R2
4,4 se
|θ| = |θ2|. Ja´ no caso com dissipac¸a˜o obte´m-se para estes paraˆmetros a soluc¸a˜o assinto´tica
ρ˜−,−0,0 =














 ρ˜R,R2,2 , (5.125)







) ρ˜R,R2,2 . (5.126)


























o que demonstra que o estado atingido assintoticamente possui uma probabilidade bastante pequena
de ter zero excitac¸o˜es.


























































































































































































































































E a soluc¸a˜o assinto´tica junto a` condic¸a˜o de normalizac¸a˜o fornece probabilidades
ρ˜−R,−R1,1 ≈ 0, 22ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜R,R1,1 ≈ 4, 05ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜R,R2,2 ≈ 1, 39ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜−R,−R2,2 ≈ 3, 53× 10−2ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜R,R3,3 ≈ 1, 39ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜−R,−R3,3 ≈ 7, 18× 10−3ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜R,R4,4 ≈ ρ˜−,−0,0 = 0, 11.
quando |θ2| = |θ|  κ. Se se considerarR2= −R, a soluc¸a˜o assinto´tica fornecera´ como probabilidades
na˜o nulas
ρ˜−R,−R1,1 ≈ 6, 76ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜R,R1,1 ≈ 2, 26ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜−R,−R2,2 ≈ 2, 23ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜R,R2,2 ≈ 0.71ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜R,R3,3 ≈ 7, 18× 10−3ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜−R,−R3,3 ≈ 1, 39ρ˜−,−0,0 ,
ρ˜−R,−R4,4 ≈ ρ˜−,−0,0 = 0, 06.
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A dinaˆmica, apo´s considerarmos no ma´ximo quatro excitac¸o˜es e eliminarmos termos de ra´pida











































































































































Concluindo, para taxas γ, κ, γφ  |θ| quatro excitac¸o˜es podem ser geradas do va´cuo.
5.2.2 Regime anti-ECD incrementado
O comportamento anti-ECD pode ser incrementado combinando a` sua frequeˆncia de modulac¸a˜o
a frequeˆncia modulada η
(A2)













−it(λm+2,S−λm,T −η(j))|ϕm,T 〉 〈ϕm+2,S |+ h.c. (5.147)
= (θ∗|ϕk,D〉〈ϕk−2,−D|+ θ|ϕk−2,−D〉〈ϕk,D|+ θ∗2|ϕk−2,−D〉〈ϕk−4,D|+ θ2|ϕk−4,D〉〈ϕk−2,−D|) ,
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Nesse regime combina-se simultaneamente o acoplamento |ϕk,D〉 → |ϕk−2,−D〉 via anti-ECD
com o acoplamento |ϕk−2,−D〉 → |ϕk−4,D〉 via comportamento AJC, obtendo a aniquilac¸a˜o de quatro
excitac¸o˜es a partir do estado |g, k〉〈g, k| no RD. Quando k = 4, em um caso espec´ıfico, o estado inicial
|g, 4〉 vai ao EZE |g, 0〉. Importante observar que o Hamiltoniano efetivo e´ semelhante em estrutura
ao obtido em (5.98), enta˜o as equac¸o˜es (5.107)-(5.109) podem ser aplicadas com as substituic¸o˜es
apropriadas para estimar o coeficiente θ2. Se o estado inicial da cavidade e´ conhecido e a populac¸a˜o
do estado atoˆmico excitado e´ desprez´ıvel, pode-se transferir as populac¸o˜es de |ϕk,D〉 para |ϕk−4,D〉.










































































de forma que sera˜o analisadas as influeˆncias da DAP e RAP. Quando a DU esta´ sob DAP, considerando-







































































































































































l,l para qualquer l.














l,l para qualquer l.
Analisando a dinaˆmica unita´ria sob RAP, com o auxilio de (4.20), (4.21) e (4.22) obte´m-se, com
aproximac¸o˜es em primeira ordem em g0/∆−, as seguintes equac¸o˜es
d
dt
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d
dt

































ρ˜−D,−Dk−4,k−4 = −γρ˜−D,−Dk−4,k−4. (5.173)
A ana´lise da soluc¸a˜o em primeira ordem prediz que para qualquer k ≥ 4 a soluc¸a˜o assinto´tica e´ que
apenas ρ˜D,Dk−3,k−3 e´ na˜o-nulo e, portanto, igual a 1 pela normalizac¸a˜o. Se a soluc¸a˜o for tomada em
ordem superior em g0
∆−
, a populac¸a˜o ρ˜D,Dk−3,k−3 tambe´m decai indo assinto´ticamente para ρ˜
D,D
0,0 .
5.3 Efeito Casimir Dinaˆmico fundamental (ECDg)
Para uma simples modulac¸a˜o fazendo a ressonaˆncia do ECD η(D) ≈ 2ω0, a amplitude de proba-











A frequeˆncia η(D) corresponde a`s diferenc¸as λ˜m+2,S − λ˜m,T somente no RD |∆−| /2  g0
√
n. Ale´m
disso, foi demonstrado que a frequeˆncia efetiva da cavidade pode ser
ωg = ω0 + δ− − δ+ − δχ, (5.175)
ωe = ω0 − δ− + δ+ − δχ, (5.176)
com δχ = 4χ0/∆+ sendo o shift de frequeˆncia relativo a` presenc¸a do coeficiente de squeezing. Como
observado na ana´lise em [49], a modulac¸a˜o da frequeˆncia acopla somente estados |ϕm,D〉 ↔ |ϕm±2,D〉
ou |ϕm>0,−D〉 ↔ |ϕm±2,−D〉. O primeiro caso ocorre quando o a´tomo esta´ predominantemente no
estado fundamental, enquanto o segundo ocorre predominantemente no estado excitado do a´tomo.
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O foco aqui sera´ a modulac¸a˜o η(d) = 2ωg, que produz o ECDg e consiste na criac¸a˜o ou aniquilac¸a˜o
de pares de fo´tons a partir de m, sempre partindo do estado atoˆmico fundamental representado pela










(θ|ϕm,D〉〈ϕm+2,D|+ θ∗|ϕm+2,D〉〈ϕm,D|) , (5.177)
onde Lma´x representa o nu´mero ma´ximo de excitac¸o˜es permitidas. Tal tratamento aproximado per-
mite levar em conta os efeitos de saturac¸a˜o de uma forma simplificada [43,49]. Os coeficientes obtidos




























A dinaˆmica unita´ria desse Hamiltoniano foi estudada em [43], onde foi mostrado que gerac¸a˜o de











































Atrave´s das equac¸o˜es fornecidas pela DU, vemos que ρ˜−D,−Dm,m (0) = 0. Definindo o conjunto {0,D}
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d
dt





(N +M) ρ˜D,DNM , (5.184)
d
dt
















































(N +M) ρ˜D,DN,M . (5.189)


















Ana´lise Nume´rica dos Efeitos de
Dissipac¸a˜o em EDQ de circuitos
Ate´ o momento os efeitos dissipativos de circuitos quaˆnticos supercondutores em que os
paraˆmetros do qubit sofrem modulac¸a˜o temporal externa foram analisados apenas assinto´ticamente.
Como mostrado, a dinaˆmica unita´ria para todos os regimes e´ alterada. Entretanto, o prec¸o pago na
ana´lise anterior foi na˜o ter informac¸a˜o a respeito do comportamento do sistema ao longo do tempo.
Durante a construc¸a˜o da EMEV foi levado em conta o acoplamento entre os subsistemas, tendo
o papel de protagonista. Como a EMEV propo˜e uma descric¸a˜o mais completa para o fenoˆmeno
de dissipac¸a˜o em EDQ de circuitos, a proposta deste cap´ıtulo e´ analisar numericamente como o
sistema se comporta sob tal descric¸a˜o e, em seguida, verificar se ha´ diferenc¸as quando comparada a`
EMP. Ale´m da comparac¸a˜o nu´merica exata entre os dois modelos de dissipac¸a˜o, sera˜o analisadas as
soluc¸o˜es aproximadas obtidas no cap´ıtulo anterior. A abordagem para resolver a EM sera´ o me´todo
de integrac¸a˜o de Runge-Kutta em quinta e sexta ordem, de modo que as equac¸o˜es diferenciais para os
elementos da matriz densidade sera˜o o alvo. Ale´m disso, a ana´lise na˜o contemplara´ o chamado regime
de acomplamento ultra-forte (g0 . ω0) [2, 3, 16, 45] limitando a ana´lise ao regime de acomplamento
fraco estudado em [44] e o acoplamento forte . O acoplamento fraco e´ definido quando a constante
de acoplamento a´tomo-campo g0 e´ muito pequena comparada a` frequeˆncia da cavidade ω0, g0  ω0.
Quando a comparac¸a˜o entre g0 e ω0 fornece a relac¸a˜o g0 . 10−1ω0 o regime de acoplamento sera´
definido como o acoplamento forte [2].
Atrave´s da soluc¸a˜o nu´merica e´ poss´ıvel saber como as populac¸o˜es se modificam ao longo do
66
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tempo, o que permite o ca´lculo do nu´mero me´dio de excitac¸o˜es do qubit e da cavidade e como a
distribuic¸a˜o de fo´tons se altera atrave´s do paraˆmetro Q de Mandel [17]. O paraˆmetro Q de Mandel
sera´ uma maneira conveniente de caracterizar se os estados sera˜o na˜o-cla´ssicos atrave´s da distribuic¸a˜o




〈nˆ2〉 − 〈nˆ〉2 − 〈nˆ〉
〈nˆ〉 . (6.1)
Valores positivos de Q indicam uma estat´ıstica super-poissoniana, por exemplo, estado te´rmico ou
va´cuo comprimido. Se Q for nulo, a distribuic¸a˜o sera´ poissoniana e podemos citar como exemplo
o estado coerente. Se Q for negativo sua distribuic¸a˜o sera´ sub-poissoniana, que fornece um estado
puramente quaˆntico, como o estado estado de Fock (ou superposic¸a˜o deles) ou estado coerente com-
primido.
A ana´lise nu´merica para o comportamento do fenoˆmeno de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de estados
emaranhados com duas excitac¸o˜es a partir do EZE foi feita com os paraˆmetros g0 = 10
−1ω0, ∆− = 0,
εΩ = 10
−1Ω0 e η(r) = 2ω0 + g0
√
2, obtendo |θ| ≈ 2 × 10−3g0. O valor usual para a frequeˆncia da
cavidade e´ ω0/2pi = 8 GHz [44], entretanto, para fins da ana´lise, apenas as razo˜es entre paraˆmetros
foram consideradas, tendo sido utilizado ω0 = 1. A taxa de dissipac¸a˜o utilizada para RAP foi
γ = 5 × 10−4ω0. O nu´mero me´dio de fo´tons criados sob relaxac¸a˜o atoˆmica pura foi obtido a partir
da soluc¸a˜o geral das equac¸o˜es anal´ıticas aproximadas, representado na figura 6.1-(c). Ale´m disso, a
soluc¸a˜o exata para o problema sob relaxac¸a˜o atoˆmica, exibida na figura 6.1-(b), mostra que o valor
esperado e´ aproximadamente igual a` soluc¸a˜o anal´ıtica para o nu´mero me´dio de fo´tons. Todavia,
a escala de tempo adimensional τ ′ utilizada nas figuras 6.1-(a),(c),(e) depende do paraˆmetro |θ|
(τ ′ = t×|θ|), ao passo que a soluc¸a˜o exata, mostrada nas figuras 6.1-(b),(d),(f), foi obtida utilizando-
se a escala de tempo adimensional τ = t × g0. O resultado teo´rico previa 〈nˆ〉 = 1, 5 na auseˆncia de
dissipac¸a˜o, entretanto sob relaxac¸a˜o atoˆmica pura esse valor esperado e´ reduzido. Como mostrado
na figura (6.1) ambas as equac¸o˜es mestras mostram resultados semelhantes para a taxa de dissipac¸a˜o
utilizada. Ale´m disso, como mostrado em [44] ambas predizem resultados semelhantes no regime de
acoplamento fraco g  ω0.
Ale´m do exposto anteriormente, o fator Q mostra que sob o efeito desse canal de dissipac¸a˜o a
distribuic¸a˜o tende a ser sub-poissoniana. Ainda, como pode ser observado, tanto na soluc¸a˜o anal´ıtica
aproximada (figura 6.1-(e)) quanto na soluc¸a˜o exata para as duas equac¸o˜es mestras (figura 6.1-(d)),
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Figura 6.1: Gerac¸a˜o de excitac¸o˜es a partir do EZE no regime ressonante. (a) Comportamento anal´ıtico
aproximado para as populac¸o˜es. (b) Nu´mero me´dio de fo´tons criados sob RAP para a EMP (EMEV)
em preto (vermelho). (c) Nu´mero me´dio de fo´tons obtidos a partir da soluc¸a˜o anal´ıtica aproximada. (d)
Probabilidade de excitac¸a˜o atoˆmica para EMP (EMEV) em preto (vermelho). (e) Probabilidade de excitac¸a˜o
atoˆmica para soluc¸a˜o anal´ıtica aproximada. (f) fator Q de Mandel.
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o sistema tem probabilidade de excitac¸a˜o atoˆmica na˜o-nula. Para tempos maiores de observac¸a˜o,
Pe se estabiliza em valores na˜o-nulos. Na figura 6.1-(a), o comportamento das populac¸o˜es pode ser
observado e, para tempos maiores de observac¸a˜o, tendem aos valores previstos analiticamente. As











Figura 6.2: Fenoˆmeno ECDg.(a) Nu´mero me´dio de fo´tons sem dissipac¸a˜o. (b) Comparativo nu´merico exato
para o nu´mero me´dio de fo´tons sob relaxac¸a˜o atoˆmica pura (preto) e relaxac¸a˜o pura da cavidade (vermelho).
(c) Probabilidade de excitac¸a˜o atoˆmica para RAP (RPC) em preto (vermelho). (d) Fator Q de Mandel para
RAP (RPC) em preto(vermelho).
No ECDg, foi demonstrado anal´ıticamente que as taxas de relaxac¸a˜o do a´tomo e do campo
levam a comportamento semelhante, pois o decaimento atoˆmico permite que a cavidade dissipe
energia com taxa efetiva κ = γ
g20
∆20
. Os paraˆmetros g0 = 10
−1ω0, ∆− = 10g0, εΩ = 10−1Ω0 e
η(d) = 2(ω0 + δ− − δ+) foram utilizados na ana´lise nu´merica, com tempo adimensional τ = t × g0.
Como previsto anteriormente, a figura 6.2-(b) mostra que para tempos curtos o nu´mero me´dio de
fo´tons criados sob RAP e RPC, utilizando a EMP com taxas γ = κ = 2, 5×10−4ω0, respectivamente,
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e´ aproximadamente igual para ambos os casos. Ale´m do mais, como mostrado em [44], ocorre
saturac¸a˜o no nu´mero me´dio de fo´tons criados para valores na˜o-nulos de
(
λm+2,D − λm,D − η(d)
) ∝ m
(para valores grandes de m) sem que seja relacionado aos efeitos dissipativos. O fenoˆmeno de colapso-
ressurgimento de 〈nˆ〉 [9], [34] e´ observado em [44], mas sem que seja associado a` emissa˜o ou reabsorc¸a˜o
de fo´tons pelo a´tomo. A probabilidade de excitac¸a˜o do a´tomo mostrada na figura 6.2-(c) mostra
pouca diferenc¸a para ambos os canais dissipativos, sendo que sob RAP Pe e´ menor, como esperado
intuitivamente. O paraˆmetro Q indica uma distribuic¸a˜o super-poissoniana para todos os tempos,
sem que haja distinc¸a˜o entre as relaxac¸o˜es. Isso indica que para tempos curtos o estado criado e´
aproximadamente o va´cuo comprimido. A diminuic¸a˜o de Q para tempos maiores deve-se aos efeitos
de saturac¸a˜o comentados acima.
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Figura 6.3: Fenoˆmeno anti-ECD sob dissipac¸a˜o via RAP. (a) Distribuic¸a˜o das populac¸o˜es ao longo do
tempo adimensional τ ′ = t × |θ|. (b) Nu´mero me´dio de fo´tons criados e aniquilados em func¸a˜o do tempo.
(c) Probabilidade de excitac¸a˜o atoˆmica. (d) Fator Q ao longo do tempo adimensional τ ′.
A descric¸a˜o teo´rica do regime anti-ECD previa a transic¸a˜o entre os estados na forma |g, k〉 ↔
|e, k− 3〉, entretanto, a soluc¸a˜o anal´ıtica assinto´tica demonstrou que o sistema vai ao EZE sob RAP
como u´nica soluc¸a˜o na˜o nula. A figura 6.3 trata de um caso espec´ıfico para k = 4 e foi obtida a partir




paraˆmetros utilizados foram g0 = 5× 10−2ω0, ∆− = 10g0, εΩ = 10−1Ω0, η(A)4 ≈ 5, 04 e |θ| ∼ 10−4g0,
normalizando os paraˆmetros em relac¸a˜o a ω0 = 2. A descric¸a˜o anal´ıtica para a dinaˆmica unita´ria
preveˆ que treˆs fo´tons sa˜o eliminados seguido de uma excitac¸a˜o atoˆmica. Analiticamente se espera um
comportamento |g, 4〉 → |g, 0〉 sob RAP, pois foi observado que somente o estado |g, 0〉 tinha soluc¸a˜o
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assinto´tica na˜o-nula. Na figura 6.3-(a) a populac¸a˜o ρD,D4,4 (representada por ρ
D
4 ) vai a` zero em func¸a˜o
do tempo adimensional τ ′, enquanto outras populac¸o˜es teˆm probabilidade na˜o-nula por um intervalo
de tempo muito curto ate´ ir a zero. Em seguida, a populac¸a˜o ρD,D1,1 aparece e, a` medida que o tempo
adimensional passa, a probalidade ρ−,−0,0 emerge caracterizado por um processo muito lento de emissa˜o
espontaˆnea. A figura 6.3-(b) mostra como o nu´mero me´dio de fo´tons na˜o obedece a` evoluc¸a˜o unita´ria
e lentamente vai a` zero. Nesse mesmo intervalo de tempo, a probabilidade de excitac¸a˜o atoˆmica vai a`
zero, indicando a transic¸a˜o de |e, 1〉 → |g, 1〉. A` medida que ha´ um decaimento para o EZE, o fator Q
mostra que distribuic¸a˜o dos fo´tons tende a uma distribuic¸a˜o poissoniana (para tempos muito longos
Q vai a zero). E´ importante salientar que no regime AECD a resposta do sistema a` perturbac¸a˜o
harmoˆnica consiste na tranfereˆncia de energia do sistema para o agente externo.
Figura 6.4: Fenoˆmeno anti-ECD: soluc¸a˜o exata para EMP. (a) Nu´mero me´dio de fo´tons na auseˆncia (pre-
senc¸a) de dissipac¸a˜o em preto (vermelho). (b) Probabilidade de excitac¸a˜o atoˆmica Pe sem (com) a presenc¸a
de dissipac¸a˜o em preto (vermelho). (c) Fator Q em func¸a˜o do tempo sem (com) a presenc¸a de dissipac¸a˜o
em preto (vermelho). (d) Probabilidade para o estado atoˆmico fundamental sem (com) efeitos dissipativos
em preto (vermelho).
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Diferentemente, o processo sofre uma dra´stica modificac¸a˜o quando os treˆs canais de dissipac¸a˜o
esta˜o presentes, como pode ser observado na figura 6.4. As taxas de dissipac¸a˜o utilizadas foram
γ = γφ = κ = 2, 5 × 10−4ω0 e, como e´ poss´ıvel observar na figura 6.4-(a), o nu´mero me´dio de
fo´tons criados vai rapidamente a zero. Na figura 6.4, a ana´lise se restringiu a um intervalo de tempo
limitado, pore´m para tempos maiores o nu´mero me´dio de fo´tons criados repete periodicamente o
comportamento mostrado sem a presenc¸a de dissipac¸a˜o. A mudanc¸a do estado fundamental para o
estado excitado do a´tomo pode ser observada na figura 6.4-(b) na linha preta, entretanto, a presenc¸a
dos treˆs canais dissipativos alteram drasticamente o comportamento com essa probabilidade indo a
zero. Ale´m disso, a estat´ıstica tende a ser poissoniana a` medida que o nu´mero me´dio de fo´tons vai
a zero, como visto na figura 6.4-(c). O efeito e´ , enta˜o, considerado um efeito fraco, necessitando
que modulac¸a˜o tenha um ajuste muito fino e a perturbac¸a˜o mantida por tempos prolongados. O
resultado previsto e mostrado em [44] prediz que ambas as equac¸o˜es mestras produzem praticamente
o mesmo resultado quando a ana´lise e´ feita no regime de acoplamento fraco.
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Figura 6.5: Dupla modulac¸a˜o da frequeˆncia no regime ressonante. (a) Nu´mero me´dio de fo´tons sob dis-
sipac¸a˜o para a EMP (EMEV) em preto (vermelho).(b) Fator Q para EMP (EMEV) em preto (vermelho).
(c) Probabilidade de excitac¸a˜o atoˆmica Pe descrita pela EMP (EMEV) em preto (vermelho).
Quando o sistema foi modulado em multi-frequeˆncias, mais especificamente em modulac¸a˜o de
duas frequeˆncias, os efeitos foram incrementados. Com a modulac¸a˜o simultaˆnea aplicada a Ω e g no
regime ressonante, com frequeˆncias η(r) = 2ω0 + g0
√
2 e η(r2) = 2ω0 + g0
(
2−√2), respectivamente,
combina-se simultaneamente o acoplamento |ϕ0,−〉 → |ϕ2,+〉 com acoplamento |ϕ2,+〉 → |ϕ4,+〉. Tal
modulac¸a˜o foi realizada e mostrada em [44], com os paraˆmetros g0 = 5 × 10−2ω0, ∆− = 0, εΩ =
5 × 10−2Ω0, εg = 1, 97 × 10−2g0 e com taxas de dissipac¸a˜o γ = γφ = κ = 5 × 10−4ω0, onde foram
obtidos os resultados da figura 6.5. E´ poss´ıvel obter o coeficiente |θ2| a partir de |θ| conhecendo-se
o estado inicial do sistema como mostrado no estudo anal´ıtico do cap´ıtulo anterior. No caso em
questa˜o, as estimativas forceneram |θ|, |θ2| ∼ 10−3g0. Entretanto, e´ importante salientar que tal
resultado foi obtido sob o regime de acoplamento fraco. Ademais, o efeito de dissipac¸a˜o descrito
pelas duas equac¸o˜es mestras e´ indistingu´ıvel para taxas de dissipac¸a˜o moderadas e a gerac¸a˜o de
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fo´tons incrementada devida a` multi-modulac¸a˜o pode ser observada na figura 6.5-(a). Ale´m do mais,
a distribuic¸a˜o de fo´tons dado pelo fator Q permanece semelhante ao longo do tempo para as duas
equac¸o˜es e confirma a gerac¸a˜o de estados na˜o-cla´ssicos.
O regime anti-Jaynes-Cummings foi estudado analiticamente prevendo seu comportamento
alterado devido a` dissipac¸a˜o. Todavia, carece, ainda, de ser estudado atrave´s da soluc¸a˜o nume´rica
exata. No cap´ıtulo anterior previu-se sob algumas condic¸o˜es que a dinaˆmica dissipativa sob RAP
fornecia a probabilidade ρ˜D,D1,1 ≈ 1 (ρ˜D1 ). A figura 6.6-(a) mostra como essa populac¸a˜o se comporta
em func¸a˜o do tempo a` medida que ρ˜−,−0,0 (ρ˜
−
0 ) se aproxima de zero. A figura 6.6-(c) mostra como as
populac¸o˜es se comportam quando o sistema sofre com o processo de dissipac¸a˜o somente via RCP,
mostrando que ρ˜−D,−D1,1 (ρ˜
−D
1 ) tende aproximadamente a 1, como previsto no comportamento anal´ıtico
assinto´tico. Os paraˆmetros usados na modulac¸a˜o foram g0 = 5 × 10−2ω0, ∆− = 10g0, εΩ = 10−1Ω0,
com taxas γ = γφ = κ = 2, 5 × 10−4ω0. Nesse caso, |θ| ≈ 8 × 10−3g0 e o tempo adimensional
considerado foi τ ′ = t× |θ|.
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Figura 6.6: Regime anti-Jaynes-Cummings. (a) Comportamento das populac¸o˜es em func¸a˜o do tempo adi-
mensional τ ′ = t× |θ| sob dissipac¸a˜o gerada por RAP. (b) Nu´mero me´dio de fo´tons criados sem dissipac¸a˜o
em preto e com dissipac¸a˜o analisada para EMP (EMEV) em azul (vermelho). (c) Comportamento das po-
pulac¸o˜es em func¸a˜o do tempo adimensional τ ′ sob dissipac¸a˜o gerada por RCP. (d) Probabilidade de excitac¸a˜o
atoˆmica sem dissipac¸a˜o em preto e com dissipac¸a˜o analisada para EMP (EMEV) em azul (vermelho). (e)
Nu´mero me´dio de fo´tons gerados sob a presenc¸a de dissipac¸a˜o analisada para RAP (RPC) em preto (ver-
melho). (f) Fator Q sem dissipac¸a˜o na linha preta e com dissipac¸a˜o analisada para EMP (EMEV) em azul
(vermelho).
O regime AJC e´ o efeito que descreve o processo de mudanc¸a do estado fundamental para
o estado atoˆmico excitado simultaˆnea a` criac¸a˜o de um fo´ton [49], [50]. A figura 6.6-(b) demonstra
como o nu´mero me´dio de fo´tons se comporta em func¸a˜o do tempo adimensional τ = t× g0, tornando
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poss´ıvel a comparac¸a˜o entre os dois modelos de dissipac¸a˜o utilizados. Como e´ poss´ıvel perceber, a
EMP e a EMEV na˜o demonstram distinc¸a˜o e a gerac¸a˜o de fo´tons ainda e´ poss´ıvel com a presenc¸a dos
treˆs canais de dissipac¸a˜o. A figura 6.6-(d) mostra que a probabilidade de excitac¸a˜o atoˆmica quando
ha´ dissipac¸a˜o e´ na˜o-nula e sem distinc¸a˜o entre as equac¸o˜es mestras utilizadas. Quanto ao fator Q
pode-se ver na figura 6.6-(f) que o cara´ter na˜o-cla´ssico prevalece durante a dinaˆmica do sistema e
para tempos mais longos a distribuic¸a˜o permanece sub-poissoniana. Ja´ os ru´ıdos presentes em Q sa˜o
oriundos de disperso˜es de fo´tons que sa˜o amplificadas quando 〈nˆ〉 ≈ 0 . O nu´mero me´dio de fo´tons
criados quando ha´ dissipac¸a˜o via relaxac¸a˜o atoˆmica pura ou via relaxac¸a˜o pura da cavidade e´ visto
na figura 6.6-(e) descritos pela EMP.
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Figura 6.7: Dupla modulac¸a˜o da frequeˆncia: regime AECD incrementado. (a) Nu´mero me´dio de fo´tons
sem (com) a presenc¸a de dissipac¸a˜o em preto (vermelho). (b) Probabilidade de excitac¸a˜o atoˆmica sem (com)
a presenc¸a de dissipac¸a˜o em preto (vermelho). (c) Fator Q sem (com) a presenc¸a de dissipac¸a˜o em preto
(vermelho). (d) Probabilidade para o estado atoˆmico fundamental sem (com) a presenc¸a de dissipac¸a˜o em
preto (vermelho).
A incrementac¸a˜o do regime anti-ECD poˆde ser analisada no cap´ıtulo anterior. Como visto,
com a dupla modulac¸a˜o da frequeˆncia quatro fo´tons eram subtra´ıdos do estado |g, k〉 〈g, k| . A mo-
dulac¸a˜o de g com frequeˆncia η
(A2)
4 ' 2.98 (considerando ω0 = 2), com profundidade da modulac¸a˜o
εg ≈ 1, 47 × 10−3g0, sera´ utilizada e os demais paraˆmetros sa˜o os mesmos utilizados para o regime
AECD. Nesse caso, com taxas de dissipac¸a˜o γ = γφ = κ = 2, 5×10−4ω0 o comportamento do sistema
e´ completamente alterado. Na figura 6.7-(a) o nu´mero me´dio de fo´tons pode ser observado sem a
presenc¸a de dissipac¸a˜o na curva em linha preta e quando sob dissipac¸a˜o observa-se 〈nˆ〉 indo imedi-
atamente a zero na curva em vermelho. Para a ana´lise dos efeitos dissipativos a EMP foi utilizada.
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Semelhante a` ana´lise do regime AECD, a presenc¸a dos treˆs canais dissipativos destroem o interes-
sante comportamento da incrementac¸a˜o do regime AECD. A probabilidade de excitac¸a˜o atoˆmica
vai rapidamente a zero nesse caso e a probabilidade para o estado atoˆmico fundamental e´ ma´xima
quando a dissipac¸a˜o esta´ presente.
Figura 6.8: Dupla modulac¸a˜o da frequeˆncia: regime AECD incrementado. Taxas de dissipac¸a˜o moderadas
para EMP. (a) Nu´mero me´dio de fo´tons sem (com) a presenc¸a de dissipac¸a˜o em preto (vermelho). (b)
Probabilidade de excitac¸a˜o atoˆmica sem (com) a presenc¸a de dissipac¸a˜o em preto (vermelho). (c) Fator
Q sem (com) a presenc¸a de dissipac¸a˜o em preto (vermelho). (d) Probabilidade para o estado atoˆmico
fundamental sem (com) a presenc¸a de dissipac¸a˜o em preto (vermelho).
Assim como no regime AECD, e´ necessa´rio um ajuste mais fino dos paraˆmetros e as taxas
de dissipac¸a˜o devem ser mais moderadas para que seja poss´ıvel a observac¸a˜o do fenoˆmeno [44]. A
figura 6.8 mostra que as taxas de dissipac¸a˜o γ = γφ = κ = 2, 5 × 10−5ω0 possibilitam a observac¸a˜o
de excitac¸o˜es sendo destru´ıdas e geradas. Ale´m disso, e´ necessa´rio que a observac¸a˜o seja para largas
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escalas de tempo. Na figura 6.8-(a) pode-se ver que fo´tons continuam sendo destru´ıdos e gerados,
entretanto ha´ uma reduc¸a˜o no contraste em comparac¸a˜o com a dinaˆmica unita´ria. Se o fenoˆmeno
e´ observado em tempos maiores, sera´ poss´ıvel observar que o envelope de 〈nˆ〉 decai exponencial-
mente, apresentando oscilac¸o˜es perio´dicas. O regime anti-ECD incrementado, assim como o regime
AECD, encontra-se no limiar de implementac¸a˜o experimental devido a` necessidade de manter duas
modulac¸o˜es muito bem ajustadas.
Cap´ıtulo 7
Concluso˜es e Perspectivas
No presente trabalho, o estudo foi desenvolvido em torno do regime na˜o-estaciona´rio de circuitos
de eletrodinaˆmica quaˆntica. Toda formulac¸a˜o matema´tica da dinaˆmica unita´ria ja´ havia sido previa-
mente estudada em alguns trabalhos a partir da interac¸a˜o de um qubit, nomenclatura utilizada para
referir-se a um a´tomo artificial, com um campo eletromagne´tico confinado em um ressonador guia-
de-onda. Para isso, considerou-se a modulac¸a˜o externa de paraˆmetros do sistema X = {ω,Ω, g, χ}
de forma perio´dica ou com certos perfis na˜o-perio´dicos (superposic¸a˜o de pertubac¸o˜es harmoˆnicas).
Uma equac¸a˜o diferencial foi obtida [ver equac¸a˜o (2.12)], atrave´s de muitas aproximac¸o˜es, que tornou
poss´ıvel estipular as frequeˆncias ressonantes a partir dos autovalores corrigidos obtidos no formalismo
dos Estados Vestidos.
Um Hamiltoniano efetivo foi deduzido aqui para que a notac¸a˜o fosse compactada e que,
apenas com a frequeˆncia ressonante, fornecesse o acoplamento entre os estados quaˆnticos. Assim,
os seguintes efeitos foram analisados: gerac¸a˜o de fo´tons do va´cuo no regime ressonante; efeito anti-
Jaynes-Cummings ; efeito Casimir dinaˆmico e similares no regime dispersivo. O nosso intuito foi
estimar taxas de criac¸a˜o e aniquilac¸a˜o de excitac¸o˜es em circuitos dissipativos de eletrodinaˆmica
quaˆntica. Para isso, duas equac¸o˜es mestras Markovianas foram utilizadas, Equac¸a˜o Mestra Padra˜o e
Equac¸a˜o Mestra na representac¸a˜o dos Estados Vestidos, de forma que se pudesse analisar a dinaˆmica
em circuntaˆncias reais para diferentes fenoˆmenos. Bastante conhecida na literatura, a primeira
equac¸a˜o mestra e´ de mais fa´cil manuseio, ja´ que ela opera ou apenas para a´tomo ou para campo.
Devido a` sofisticac¸a˜o usada na formulac¸a˜o da segunda equac¸a˜o mestra, que e´ mais completa, seu
manuseio e operac¸a˜o anal´ıtica sa˜o mais complexos, exigindo que seja resolvida numericamente.
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Inicialmente, uma soluc¸a˜o anal´ıtica foi obtida para descobrir o comportamento assinto´tico
do sistema (impondo a taxa de interac¸a˜o coerente maior que as taxas de dissipac¸a˜o) e obter uma
ideia geral a respeito dos efeitos de diferentes canais dissipativos. Em seguida, a soluc¸a˜o nume´rica
computacional foi implementada para que se comparasse as diferentes propostas de dissipac¸a˜o. Os
resultados indicam que os fenoˆmenos podem ser implementados realisticamente. Para a maioria
dos efeitos, que sa˜o de gerac¸a˜o de um ou dois pares de excitac¸o˜es a partir do va´cuo no regime
ressonante, ou gerac¸a˜o de um par de excitac¸o˜es no regime dispersivo (AJC), a implementac¸a˜o e´
mais fa´cil. Nesses efeitos, a taxa de gerac¸a˜o e´ da ordem de |θ| ∼ 10−3g0 enquanto as taxas de
dissipac¸a˜o sa˜o menores. Ja´ para efeitos de criac¸a˜o de fo´tons a partir do va´cuo via ECD ou aniquilac¸a˜o
de duas ou quatro excitac¸o˜es via anti-ECD e anti-ECD incrementado, respectivamente, as taxas
sa˜o da ordem de |θ| ∼ 10−4g0. Os processos de aniquilac¸a˜o de fo´tons (usando simples- ou dupla-
modulac¸a˜o) caracterizam-se como processos lentos e necessitam que a dissipac¸a˜o seja mais moderada.
Arquiteturas de EDQ de circuitos de ponta podem permitir que essa implementac¸a˜o seja realizada.
Os fenoˆmenos analisados no regime de acoplamento fraco ou forte [2] na˜o apresentaram di-
ferenc¸as significativas na comparac¸a˜o entre as duas equac¸o˜es mestras utilizadas. Ana´lises futuras
podem verificar o surgimento de diferenc¸as qualitativas nos resultados para o regime de acoplamento
ultra-forte [16]. Os requisitos para implementar em laborato´rio os fenoˆmenos aqui abordados sa˜o
desafiadores, mas a verificac¸a˜o de fenoˆmenos na˜o-estaciona´rios em eletrodinaˆmica quaˆntica de cir-
cuitos podera´ forcenecer novas maneiras de gerac¸a˜o de estados emaranhados por meio de termos
contra-girantes no Hamiltoniano de interac¸a˜o luz-mate´ria.
Os resultados dessa dissertac¸a˜o foram publicados no artigo [44].
Apeˆndice A
Operador Paridade
Este apeˆndice tem como objetivo demonstrar que o operador paridade Π = (−1)a†a+σ+σ−
[47], que define a paridade dos autoestados |j〉 do Hamiltoniano de Rabi, comuta com o Hamiltoniano
e os seus autovalores rotulam paridade par ou ı´mpar.
Inicialmente, considere que n = a†a e E = σ+σ− , enta˜o,
e−ipinaeipin = aeipi = −a; (A.1)
e−ipina†eipin = a†e−ipi = −a†; (A.2)
e−ipiEσ−eipiE = σ−eipi = −σ−; (A.3)
e−ipiEσ+eipiE = σ+e−ipiE = −σ+. (A.4)
Logo,
aeipin = −eipina→ [a, eipin] = 2aeipin; (A.5)
a†eipin = −eipina† → [a†, eipin] = 2a†eipin; (A.6)













































































































Isto mostra que a relac¸a˜o de comutac¸a˜o realmente se anula e os autoestados do Hamiltoniano de
Rabi teˆm paridade bem definida.
Apeˆndice B
Aproximac¸a˜o de onda girante (Rotating
wave approximation-RWA)




A (t) = −qeitWB (t) , (B.1)
d
dt
B (t) = −qe−itWA (t) . (B.2)
A soluc¸a˜o das equac¸o˜es diferencias e´ simples: basta que as equac¸o˜es sejam desacopladas e, em seguida,













para depois deriva´-las com relac¸a˜o ao tempo, obtendo:
d
dt




































− q2B = 0. (B.8)
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As soluc¸o˜es de equac¸o˜es diferenciais de segunda ordem sa˜o da forma A = eλt e B = eλt, onde λ e´
uma constante. Ao serem inseridas em (B.7) e (B.8) fornecem equac¸o˜es de segundo grau. Logo, para
a substituic¸a˜o em A, teremos
λ2 − iWλ− q2 = 0, (B.9)
com soluc¸o˜es
λ1 = i (W +R) /2, (B.10)
λ2 = i (W −R) /2, (B.11)
onde R =
√





Analogamente, podemos chegar na soluc¸a˜o para B
B = B1e
−it(W−R)/2 +B2e−it(W+R)/2. (B.13)








A0 = A1 + A2. (B.15)




















Lembrando da condic¸a˜o A0 = A1 + A2, definiremos
A1 =
[
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para chegarmos a` soluc¸a˜o
A (t) = eitW/2
− [(W −R)A0 − 2iqB0] eitR/2 + [(W +R)A0 − 2iqB0] e−itR/2
2R
. (B.19)
Obtemos de forma ana´loga a soluc¸a˜o
B(t) = e−itW/2
[(W +R)B0 + 2iqA0] e
iRt/2 − [(W −R)B0 + 2iqA0] e−iRt/2
2R
. (B.20)
Impondo as condic¸o˜es W 2 − 4q2 > 0 e |q|  |W |, pode-se aproximar situac¸o˜es pra´ticas
em que W e´ um termo de alta frequeˆncia em comparac¸a˜o com a taxa de acoplamento q. Assim,
expandindo o termo R, teremos
R ' |W | − 2q
2
|W | . (B.21)
Nesse caso, as soluc¸o˜es para A (t) e B (t) podem ser aproximadas por
A (t) ' 1
2W


















e−itW/2 sin (Wt/2)A0. (B.23)
Entretanto, a condic¸a˜o |q|  |W | fornece as soluc¸o˜es aproximadas
A ' A0,, B ' B0, (B.24)







E´ de suma importaˆncia enfatizar que toda vez que fazemos o RWA introduzimos incertezas
nas frequeˆncias relevantes do sistema de ordem de q2/W , que foram chamados de NFS (neglected
frequency shift) em [43]. O conhecimento da ordem de magnitude destes shifts e´ importante na hora
de ajustar as frequeˆncias ressonantes em simulac¸o˜es nu´mericas.
O me´todo RWA sera´ u´til sempre que for necessa´rio eliminar termos com ra´pidas oscilac¸o˜es e
sempre sera´ cab´ıvel quando as condic¸o˜es forem as mesmas deste apeˆndice.
Apeˆndice C
Densidade Espectral
Este apeˆndice tem como objetivo demonstrar as propriedades da densidade espectral da
func¸a˜o randoˆmica cla´ssica f (t) no termo de defasagem da Equac¸a˜o Mestra na representac¸a˜o dos
Estados Vestidos. Indicamos a refereˆncia [46] para uma leitura mais aprofundada do tema. Inici-
almente, faremos uma breve revisa˜o de propriedades u´teis sobre se´ries de Fourier e integrais. Se o
leitor desejar, deixamos como indicac¸a˜o de leitura a refereˆncia [51] para maiores detalhes e exemplos
conexos ao conteu´do.
Seja x(t) uma func¸a˜o (real ou complexa) perio´dica de varia´vel real t (o tempo, por exemplo),
se x(t) e´ absolutamente integra´vel sobre o per´ıodo T , isto e´,
∫ T
0
|x(t)| dt <∞, (C.1)
















Uma condic¸a˜o alternativa para x(t) e´ que ela seja de quadrado integra´vel para 0 ≤ t ≤ T , isto
e´, que
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∫ T
0
|x(t)|2 dt <∞. (C.4)
Uma se´rie uniformemente convergente de func¸o˜es cont´ınuas sempre resulta em uma func¸a˜o cont´ınua
(func¸o˜es senoidais, por exemplo). Entretanto, algumas restric¸o˜es garantem que a se´rie de Fourier
para a func¸a˜o x(t) convergira´ uniformemente [51]. A soma do lado direito de (C.2) converge para












dt = 0. (C.5)
Isso significa que o limite do erro me´dio quadra´tico vai a zero e e´ conhecido como convergeˆncia na







Daqui em diante, assumiremos que a condic¸a˜o de (C.4) e´ sempre satisfeita para um nu´mero
finito T , sendo T o per´ıodo de uma func¸a˜o perio´dica. A condic¸a˜o da equac¸a˜o (C.4) e´ requisito para
que a energia em um per´ıodo de x(t) seja finita. Por convenieˆncia, no´s escreveremos x(t) = xˆ(t).









que afirma que a energia me´dia no sinal e´ igual a soma das energias me´dias em cada componente
da frequeˆncia. Este teorema tera´ muita importaˆncia nas definic¸o˜es das pro´ximas sec¸o˜es. Reforc¸amos
que a prova rigorosa dessas afirmac¸o˜es pode ser encontrada em [51].
C.1 Transformada de Fourier




X(f)eiωtdf ; ω = 2pif (C.8)
se a integral existe. A transformada inversa de Fourier de x(t) e´ definida por




x(t)e−iωtdt; ω = 2pif (C.9)
se ela existe.
Um dos mais ba´sicos resultados da teoria da Transformada de Fourier e´ o teorema de Plan-




|X(f)|2 df <∞, (C.10)
enta˜o existe uma func¸a˜o x(t) que tambe´m e´ de quadrado-integra´vel em toda a linha que e´ relacionada


















As equac¸o˜es (C.11) e (C.12) sa˜o conhecidas como um par Transformada de Fourier. Se X(f) e´
absolutamente integra´vel, enta˜o x(t) sera´ dada por (C.8). Ainda, se x(t) e´ absolutamente integra´vel,
X(f) = Xˆ(f) sera´ dada por (C.9).
C.2 Densidade espectral de uma func¸a˜o perio´dica
No´s agora introduziremos a func¸a˜o conhecida como densidade espectral de poteˆncia
(ou simplesmente densidade espectral), que fornece a distribuic¸a˜o da frequeˆncia da poteˆncia de
um sinal ou ru´ıdo, e sua relac¸a˜o com a func¸a˜o de autocorrelac¸a˜o.
Seja x(t) uma func¸a˜o perio´dica de per´ıodo T , que tem “energia” finita por per´ıodo, isto e´,
que satifaz a equac¸a˜o (C.4). Enta˜o, pelo Teorema de Parseval a me´dia temporal da energia (ou a
poteˆncia) e´ igual a soma dos termos, cada termo associado com uma frequeˆncia na sua expansa˜o em
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se´rie de Fourier. Cada termo e´ interpretado como a me´dia temporal da energia de um componente





|an|2 δ (f − nf0) ; f = 1
T
, (C.14)
onde S(f) consiste de uma se´rie de impulsos com as frequeˆncias componentes de x(t) e e´ uma medida















O espectro de poteˆncia de uma func¸a˜o perio´dica e´ uma func¸a˜o escada com saltos a frequeˆncias
harmoˆnicas.
Agora sera´ introduzida a func¸a˜o de autocorrelac¸a˜o <(τ) de uma func¸a˜o amostral de um

































(n−m)ω0t = 1, (C.19)




|an|2 exp (inω0τ) . (C.20)
Se for tomada a Transformada de <(τ), o resultado sera´∫ ∞
−∞









|an|2 δ (f − nf0) = S(f)
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Assim, para uma func¸a˜o perio´dica x(t), a densidade espectral de poteˆncia e sua func¸a˜o de
correlac¸a˜o formam um par Transformada de Fourier. Ale´m disso, e´ interessante notar que em (C.14)
toda a informac¸a˜o a respeito das fases das frequeˆncias presentes na expansa˜o da se´rie de Fourier de
x(t) sa˜o perdidas em S(f). Por exemplo, duas func¸o˜es x(t) e x′(t) com os coeficientes de Fourier com
mesma magnitude e fases diferentes tera˜o a mesma densidade espectral.
C.3 Densidade espectral de um processo randoˆmico
Um processo randoˆmico estaciona´rio com func¸o˜es amostrais x(t) e´ dito perio´dico com
per´ıodo T se sua func¸a˜o de correlac¸a˜o <(τ) e´ perio´dica com per´ıodo T . Um processo e´ dito esta-
ciona´rio se para qualquer , x(t+ ) tem a mesma estat´ıstica que x(t). Se todas as func¸o˜es amostrais
de um processo randoˆmico sa˜o perio´dicas o processo e´ dito perio´dico. Indicamos a refereˆncia [46]
para uma explicac¸a˜o mais completa sobre Varia´veis randoˆmicas e Distribuic¸a˜o de probabilidades.
Seja um processo perio´dico estaciona´rio de per´ıodo T tendo func¸o˜es amostrais x(t). Suponha,
por convenieˆncia, que o valor me´dio E(xt) seja zero. Enta˜o, se as func¸o˜es amostrais sa˜o perio´dicas e
















Essas expresso˜es sa˜o como as equac¸o˜es (C.2) e (C.3), mas agora os coeficientes de Fourier xn sa˜o
varia´veis randoˆmicas no lugar de nu´meros.
Com as definic¸o˜es anteriores, e´ poss´ıvel mostrar que o requisito para que o processo randoˆmico
seja perio´dico exige que xn e xm sejam descorrelacionados, com n 6= m. O valor me´dio de uma varia´vel
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 bn,m = n0,m 6= n .
Esse resultado afirma na˜o somente que xn e xm sa˜o descorrelacionados para n 6= m, mas tambe´m
que n-e´simo coeficiente de Fourier da func¸a˜o de correlac¸a˜o R(τ) e´ igual a variaˆncia do n-e´simo
coeficiente de Fourier de x(t). Este fato e´ importante para definir o ana´logo estat´ıstico para uma
func¸a˜o perio´dica x(t) (como na sec¸a˜o anterior). Assim, a energia em um sinal representado por um
processo randoˆmico e´ mais razoavelmente definida sendo a me´dia estat´ıstica das energias nas func¸o˜es



























sendo a me´dia temporal da energia em um sinal dada por
∑n=∞
n=−∞ bn.
A densidade espectral de poteˆncia S(f) para um processo estaciona´rio perio´dico sera´ definida
























bnδ (f − nf0) = S(f). (C.30)
Como podemos observar, a densidade espectral e´ uma transformada de Fourier da func¸a˜o de
autocorrelac¸a˜o. Este resultado trata-se do Teorema de Wiener-Khintchin.
Apeˆndice D
Estados Vestidos e autovalores de
Jaynes-Cummings
O Hamiltoniano que descreve a interac¸a˜o luz-mate´ria sob a aproximac¸a˜o de onda girante e´










onde ω0 e´ a frequeˆncia do campo, Ω0 e´ a frequeˆncia de transic¸a˜o atoˆmica e g0 e´ o termo de acoplamento
a´tomo-campo. O termo nˆ e´ o operador nu´mero (a†a), os termos a† e a sa˜o os operados de criac¸a˜o
e aniquilac¸a˜o. O operador do estado atoˆmico e´ σz e pode ser representado por meio dos operadores
σ+ e σ−: σz = σ+σ− − σ−σ+ [18]. Sabe-se que este Hamiltoniano descreve fielmente a interac¸a˜o
a´tomo-campo quando g0  ω0.
O menor estado de energia pode ser obtido com a aplicac¸a˜o de (D.1) no estado de excitac¸a˜o
atoˆmica fundamental







n |e, n− 1〉 , (D.2)
onde podemos obter para o estado fundamental
HˆJC |g, 0〉 = −Ω0
2
|g, 0〉 . (D.3)
Essa e´ a menor energia para o sistema, entretanto, iremos inserir esse valor como correc¸a˜o no Hamil-





|g, 0〉 = 0. (D.4)
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Assim, o autovalor para o estado de va´cuo sera´ nulo λ0 = 0. A aplicac¸a˜o do Hamiltoniano de Jaynes-
Cummings no autoestado |g, n〉 forneceu uma superposic¸a˜o dos estados |g, n〉 e |e, n− 1〉. Logo,
escreveremos os autoestados de JC |ϕn〉 como
|ϕn〉 = α |g, n〉+ β |e, n− 1〉 , (D.5)
que seja normalizado
|〈ϕn |ϕn〉|2 = α2 + β2 = 1. (D.6)
Observando os coeficientes na normalizac¸a˜o do autoestados de JC, propomos que os autoestados
sejam da forma
|ϕn,+〉 = sin θn |g, n〉+ cos θn |e, n− 1〉 (D.7)
ou
|ϕn,−〉 = cos θn |g, n〉 − sin θn |e, n− 1〉 . (D.8)
Estados quaˆnticos da forma (D.7) e (D.8) sa˜o conhecidos na literatura como Estados Vestidos
(traduc¸a˜o para dressed states) por englobarem descric¸a˜o sobre a interac¸a˜o entre a´tomo e campo
dentro de um u´nico estado.
A notac¸a˜o pode ser compactada da seguinte maneira
|ϕ0〉 = |g, 0〉 , (D.9)
|ϕn,S〉 = (sn,S |g, n〉+ cn,S |e, n− 1〉) , (D.10)
sn,+ = sin θn,
sn,− = cos θn,
cn,+ = cos θn, (D.11)
cn,− = − sin θn.
O s´ımbolo S = ± e´ um s´ımbolo mudo que serve para diferenciar estados com mesmo nu´mero de
excitac¸o˜es, que podem ser invertidos com uma a´lgebra simples
|g, n〉 = sin θn |ϕn,+〉+ cos θn |ϕn,−〉 , (D.12)
|e, n− 1〉 = cos θn |ϕn,+〉 − sin θn |ϕn,−〉 . (D.13)
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Seus autovalores podem ser obtidos diretamente pela aplicac¸a˜o do Hamiltoniano JC nos EV
HˆJC |ϕn,S〉 = λn,S |ϕn,S〉. (D.14)
Comec¸ando com S = +, a equac¸a˜o de autovalor sera´




ω0n sin θn + g0
√
n cos θn





n sin θn + (ω0 (n− 1) + Ω0) cos θn
] |e, n− 1〉 .
A comparac¸a˜o entre as duas equac¸o˜es fornece, apo´s uma a´lgebra simples, o resultado
cos θn =










λn,+ − ω0 (n− 1)− Ω0 , (D.18)







onde ∆− = ω0−Ω0 e´ o termo de dissintonia. Introduzindo a definic¸a˜o βn =
√
∆2− + 4g20n, as soluc¸o˜es
para o autovalor λn,+ sera˜o





Escolhendo o sinal +, a soluc¸a˜o de λn,+ sera´






O autovalor λn,− pode ser obtido de maneira ana´loga, enta˜o





Esses autovalores podem ser generalizados novamente pelo s´ımbolo S
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